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RESUMO

O formalismo Hamiltoniano do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade
Geral (TEGR) permite uma definicdo de densidade de energia gravitacional a partir
da qual podemos obter uma energia gravitacional local bem definida. Derivando as
equacOes do campo gravitacional, procedentes do formalismo Lagrangeano do
TEGR, e utilizando a definicAo da densidade de energia-momento gravitacional,
obtemos uma equacéo de continuidade para a energia e 0 momento gravitacional.
Desta equacdo segue uma expressdo para o fluxo de energia-momento
gravitacional. Analisamos esta definicdo no contexto de ondas gravitacionais planas
e da métrica de Bondi, que descreve assintoticamente a radiacdo gravitacional de
um sistema isolado, axialmente simétrico e nao-girante. A analise do primeiro caso
resulta no valor conhecido do fluxo de ondas gravitacionais planas. No caso da
meétrica de Bondi, obtemos a energia de Bondi, a perda de massa total e o fluxo de

energia total no infinito espacial.



ABSTRACT

The Hamiltonian formalism of the Teleparallel Equivalent of general
relativity (TEGR) allows a definition of gravitational energy density from which we can
obtain a well-defined local gravitational energy. Taking the divergence of the
gravitational field equations, coming from the Lagrangean formalism of the TEGR,
and using the definition of the gravitational energy-momentum density, we obtain a
continuity equation for the gravitational energy-momentum. From this equation it
follows a general definition for the gravitational energy-momentum flux. We analyse
this definition in the context of plane gravitational waves and of the Bondi metric,
which describes asymptotically the gravitational radiation of an axially symmetric,
non-rotating isolated system. The analysis of the first case results in the known value
of the energy flux of plane gravitational waves. In the case of the Bondi metric, we
obtain the Bondi energy, the loss of total mass and the total flux of gravitational

energy at spacelike infinity.
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INTRODUCAO

Tendo como base o Principio da Equivaléncia, que estabelece a
equivaléncia entre um sistema de referéncia com aceleracdo uniforme e um sistema
de referéncia inercial na presenca de um campo gravitacional homogéneo, Einstein
desenvolveu a sua teoria da gravitacdo, chamada de teoria da Relatividade Geral
Nesta teoria Einstein descreve o campo gravitacional através de um tensor métrico

g,, que é funcdo das coordenadas e obtém, a partir deste tensor, que também

determina as propriedades geométricas do espacgo-tempo, as equacdes que
descrevem a dinamica do campo gravitacional e do espacgo-tempo, chamadas de
equacdes de Einstein.

Uma vez que o estudo do campo gravitacional confunde-se com o estudo
da dindmica do préprio espaco-tempo, 0s conceitos de energia, momento e
momento angular do campo gravitacional adquirem um carater nao trivial. A
formulacdo métrica da teoria da Relatividade Geral permite apenas a definicdo de
pseudo-tensores de energia-momento, que dependem do sistema de coordenadas,
para a descricdo da energia e do momento gravitacional. A dependéncia do sistema
de coordenadas torna impossivel a obtengcdo de uma energia gravitacional bem
definida a partir dos pseudo-tensores, ja que para cada mudanca de coordenadas se
obtém um resultado diferente. Para podermos chegar a uma energia gravitacional
localizada precisamos de uma densidade de energia-momento que seja covariante.

Uma expressdo para a densidade de energia gravitacional independente
do sistema de coordenadas surge naturalmente no formalismo Hamiltoniano [1,2,3]

de uma formulacdo geométrica alternativa a Relatividade Geral, chamada de

Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral (Teleparallel Equivalent of General



Relativity — TEGR). Nesta formulacdo o campo gravitacional é descrito por tétradas
autoparalelas ao invés do tensor métrico.

Uma vez identificada a definicdo de energia e momento gravitacional [4], o
formalismo Lagrangeano do TEGR permite a deducdo de uma equacdo de
continuidade para a energia e 0 momento gravitacional, que por sua vez permite a
obtencédo de uma definicdo para o fluxo de energia-momento gravitacional [5].

No capitulo 1 apresentamos a base teodrica e a descricdo matematica da
teoria da Relatividade Geral de Einstein e, a partir destas, utilizando o principio da
acao minima, desenvolvemos as equacfGes do campo gravitacional, chamadas de
equacOes de Einstein. Na ultima secédo do capitulo apresentamos alguns pseudo-
tensores de energia-momento e através de um deles, o pseudo-tensor Landau-
Lifshitz, obtemos a energia total de um espaco assintoticamente plano (energia de
ADM).

No capitulo 2 discutimos a questdo da localizabilidade do campo
gravitacional e apresentamos a descricAdo matematica do Teleparalelismo
Equivalente a Relatividade Geral (TEGR). Em seguida, desenvolvemos a formulacéo
Lagrangeana do TEGR e, por meio desta, chegamos as equacdes do campo
gravitacional equivalentes as equagfes de Einstein. Finalmente, desenvolvemos a
formulacdo Hamiltoniana do TEGR e a partir dos vinculos desta, definimos uma
densidade de energia gravitacional covariante.

No capitulo 3 partimos das equacdes do campo gravitacional obtidas o
formalismo Lagrangeano do TEGR e desenvolvemos a equacdo de continuidade
para a energia e 0 momento gravitacional. A partir desta equacao chegamos a
expressao do fluxo de energia-momento gravitacional. Neste capitulo também

discutimos a escolha das tétradas e fazemos uma descricdo das ondas



gravitacionais planas. Aplicando a expressédo do fluxo de energia-momento nesta
descricdo obtemos os fluxos de energia e de momento gravitacionais de ondas
gravitacionais planas.

No capitulo 4 fazemos uma breve discussdo sobre o espaco-tempo de
Bondi, que descreve a radiacdo gravitacional de um sistema isolado, axialmente
simétrico e ndo-girante em um espaco-tempo assintoticamente plano, e
apresentamos a construcdo da métrica e das tétradas que descrevem este espaco-
tempo. Posteriormente, obtemos a energia de Bondi, a perda de massa total e o

fluxo total de energia gravitacional no infinito espacial.

Notacdo: Os indices latinos do meio do alfabeto i, j, k,... referem-se a
hipersuperficies do tipo espaco e assumem os valores 1, 2 e 3. Os indices gregos e
latinos do inicio do alfabeto sdo indices do espaco-tempo e do grupo SO(31),

respectivamente. Ambos variam de 0 a 3 de acordo com m={0,i}, a={(0),(i)}.

Sera adotada a convencado de Einstein e unidades onde ¢ =1 e G =1, a menos que

se diga o contrario.



1. TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

1.1 Teoria da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Especial de Einstein, publicada em 1905, foi
desenvolvida a partir de dois postulados béasicos. O primeiro, chamado de Principio
da Relatividade, afirma que as leis da fisica devem manter as suas formas em todos
os sistemas de referéncia inerciais. O segundo diz que a velocidade da luz é a
mesma em todos os sistemas de referéncia e independe do movimento do corpo
emissor.

A combinacédo desses dois postulados levou a uma nova concepgao de
espaco e de tempo, que devem ser considerados como conectados formando uma
estrutura quadri-dimensional chamada de espaco-tempo. O espago-tempo onde 0s
eventos fisicos da relatividade especial ocorrem, denominado de espaco-tempo de
Minkowski, € um espaco-tempo plano quadri-dimensional continuo com uma métrica
pseudo-Euclideana. O intervalo entre dois eventos em um sistema de referéncia
inercial, neste espaco-tempo, é dado por:

ds® =h_ dx"dx", (1.1.1)

onde, em coordenadas cartesianas, a métrica de Minkowski h possui

m

componentes
&1 0 0 06
(; -
. _§o 100
™“¢0 0 1 0+
€0 0 0 14



Impondo que o intervalo (1.1.1) mantenha sua forma sob transformagdes
entre as coordenadas de dois sistemas de referéncia inerciais, chamadas de

transformacdes de Lorentz, chegamos a forma que estas transformacfes devem ter,

onde L™ deve satisfazer L" L".h =h, .. No caso particular de um “boost” na

direcdo x, a matriz L™, adquire a forma,

e 1 -V 0

0 02

gxll- v Af1- v2 -

¢ -v 1 -

L™ = 0 O-.
gxll- v 1-v? =+

¢ 0 0 1 O:

g 0 0 0 1p

Na tentativa de estender o principio da relatividade para sistemas de
referéncia nao-inerciais, Einstein postulou o Principio da Equivaléncia. Este
principio, que é baseado na igualdade das massas inercial e gravitacional, diz que
um sistema de referéncia com aceleracdo uniforme é equivalente a um sistema de
referéncia inercial na presenga de um campo gravitacional homogéneo.

Para que a Teoria da Relatividade Geral também se aplicasse para
campos gravitacionais ndo-homogéneos, Einstein deixou o Principio da Equivaléncia
em sua forma original, e utilizou a geometria Riemanniana para a realizacao
matematica da teoria.

A descricdo do espaco-tempo atravées de um referencial ndo-inercial
(acelerado) requer a utilizacdo de uma geometria ndo-Euclideana. Neste caso, o
espaco-tempo serd um espaco-tempo quadri-dimensional continuo nao-Euclideano,
chamado de espaco-tempo de Riemann. Os pontos deste espaco-tempo S&o

descritos por quatro coordenadas arbitrarias xX°, X, X*, X de uma



forma Unica e continua. Tal sistema é denominado sistema de coordenadas
Gaussianas.
O intervalo entre dois eventos em um sistema de referéncia nao-inercial ir&4
se transformar em uma forma quadratica ?,
ds® =g, dx"dx", (1.1.2)
onde g, , chamado de tensor métrico, é funcdo das coordenadas x°, x!, *, x*. O

tensor meétrico ir4 variar sob transformacdes de coordenadas generalizadas fazendo

com que o intervalo (1.1.2) permaneca invariante sob estas transformacoes.

Pelo fato de dx™dx" ser simétrico em m e n, qualquer parte anti-simétrica de g,,
ndo contribuird para ds®. Sendo assim, devemos assumir que ¢, € simétrico

(9m = %om)-

A arbitrariedade na escolha do sistema de coordenadas, no espacgo-tempo
de Riemann, nos leva a definicdo do Principio da Covariancia Generalizada. Este
principio afirma que as leis da fisica devem manter suas formas em todos os
sistemas de coordenadas Gaussianas, ou seja, elas devem ser covariantes por
transformacBes de coordenadas generalizadas. Isso ira ocorrer ao incorporarmos

g,, has leis da fisica.

O tensor métrico g, € a Unica quantidade matematica que descreve 0s

efeitos nédo-inerciais de um sistema de coordenadas adaptado a um sistema de
referéncia. Pelo principio da equivaléncia o efeito inercial é interpretado como uma

atracdo gravitacional. Portanto, g,, além de determinar a métrica do espaco-tempo

e 0 comportamento inercial dos corpos, deve também descrever o campo

gravitacional.

! referéncia[6] § 82.



A presenga de um campo gravitacional ir4 distorcer a geometria do
espaco-tempo, dando a ele uma curvatura. Esta distor¢do ira causar um desvio no
movimento retilineo e uniforme de uma particula livre, fazendo com que a particula

se movimente ao longo da geodésica, que € a menor distancia possivel a ser

percorrida na geometria curva.



1.2 Elementos da geometria Riemanniana

No espaco-tempo de Minkowski um vetor € definido pelo seu
comportamento sob transformacdes de Lorentz, ja no espaco-tempo de Riemann um
vetor sera definido pelo seu comportamento sob transformacdes de coordenadas

generalizadas. Um objeto A, serd um vetor covariante sob transformagbes de

coordenadas generalizadas se ele se transformar de acordo com

A= A
X'

No espaco-tempo de Riemann a diferenciagcéo ordinaria de um tensor nao
mantera o carater tensorial que se tinha no espaco-tempo de Minkowski. Para
construirmos um tensor por diferenciagcdo, primeiro devemos definir o transporte

paralelo de um vetor. A mudanca dA,_ nos componentes de um vetor sob transporte
paralelo em um deslocamento infinitesimal dX' é dada por:
dA =G _Adx",
onde G ., chamada de conex&o afim, é certa fungéo das coordenadas.
Fazendo o transporte paralelo do vetor A, de x para x+dx, antes da

subtracdo, na derivada ordinaria,

1,A, = P _ jiy AnXEDO) - AL)
ﬂx Dx® 0 Dx

obtemos

i A D0~ A)- dA,
dx®0 Dx" '

Substituindo a expressdo do transporte paralelo nesta expressdo chegamos a

definicdo da derivada covariante de um vetor,



EA(XHDR A) o i

N = |lim a —_—
A= ah e DX dax" ! (1.2.1)
:ﬂnAm_ GIrmAI !

gue mantém o caréter tensorial da diferenciagéo.
Tomando a derivada covariante do tensor métrico e realizando alguns

calculos obtemos,
NyOm = T00m = 910G - 9u G -
Da equacdo N,g,, =0 podemos escrever as derivadas do tensor métrico em termos
da conexao afim,
ToGm =91nG 9 Gy - (1.2.2)
Permutando ciclicamente os indices b, men de (1.2.2) encontramos,

1-[ngbm = gl mGI bn + gnl GI bm ? (123)

1-[mgnb = gl b(3I nm +gb| GI m " (124)
Somando (1.2.3) e (1.2.4), subtraindo (1.2.2) e fazendo G',_ =G' _ chegamos a

relacdo que expressa a conexao afim em termos do tensor metrico,

G " (12 9m * T - o0 ) - (1.2.5)

=2

Em geral, as derivadas covariantes ndo comutam, ou seja,

N.N.A t NN,A . Tomando a diferenca entre N N _A e N N A , e realizando
alguns calculos encontramos,

NR A -NR A :(- ﬂneabmwmeabn)Aa +(@bneasm- G* bnGasn)Aa.
Esta express&o pode ser reescrita como

NnNmAb - NmNnAb :RabrmAeU
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onde
Rabnn =- 1-['lGabm-i-T[mGabn +Gbn G’ﬂsm- Gsmeasn ’ (126)
chamado de tensor de Riemann, determina a curvatura do espago-tempo.

Contraindo o primeiro e o terceiro indice do tensor de Riemann, chegamos
a um tensor de segunda ordem R, chamado de tensor de Ricci,
Ron = G o~ 1:CG e "G e Cont G G sa s
e contraindo os indices do tensor de Ricci obtemos o escalar de curvatura R,
R=1G" - 1G", -G" G, +G" G,. (1.2.7)
O comprimento de arco s;, entre dois pontos P1 e P, pertencentes a uma

curva a , no espaco-tempo Riemanniano € dado por,

_ P _ ’ dx™ dx"
512 - Q2 dS - Q2 gnn Fwdt ,

onde t é o tempo proprio. Da curva que extremiza a integral s,,, ou seja, tal que
ds,, =0, chamada de curva geodésica, encontramos a equagdo de movimento de

uma particula na presenca de um campo gravitacional ?,

d2x™ G dx® dx"

22 Al =0,
ds? " ds ds

chamada de equacao geodésica.

2 referéncia[7] segdo 6.4.
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1.3 Equacdes do campo gravitacional

Em 1915, apés vérias tentativas, Einstein desenvolveu as equacbes do
campo gravitacional, que descrevem a interacdo entre a matéria e a geometria do
espaco-tempo. Einstein verificou que aquelas equacfOes deveriam ser covariantes
sob transformacdes de coordenadas generalizadas. Além disso, elas deveriam ser
escritas de uma forma em que o tensor de energia-momento total T™ , que descreve
0s campos de matéria, fosse proporcional a uma expressao diferencial de segunda

ordem formada pelo tensor métrico g,, e por suas derivadas primeiras e segundas,

e gue possuisse divergéncia nula.

As mesmas equacdes do campo gravitacional desenvolvidas por Einstein
foram obtidas simultaneamente por Hilbert através do principio da acdo minima.
Este principio, através do qual as equacfes de um sistema fisico sdo obtidas, afirma
qgue um funcional das variaveis dindmicas do sistema fisico, a acéo |, € estacionéaria
em respeito a pequenas variacdes das variaveis (dl =0).

No caso das equac¢bes do campo gravitacional a acdo sera composta pela

soma da acdo do campo gravitacional |, com a acdo dos campos de matéria |

g m

(composta por todos os campos que interagem com 0 campo gravitacional), e a

variavel dindmica que devera ser variada € o tensor métrico g, .
A acdo do campo gravitacional é dada por
l, = ¢ *xy/- oL, . (1.3.1)
Nesta acao a densidade Lagrangeana do campo gravitacional L, deve ser expressa

em termos de um tensor que contenha g,, e suas derivadas, que seja invariante
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sob a variacdo da acdo e que conduza a equag0Oes diferenciais de segunda ordem.
A quantidade mais simples que satisfaz estas condicGes € o escalar de curvatura R.
Sendo assim, a densidade Lagrangeana do campo gravitacional pode ser escrita
como,
L, =kR,
onde k =1/16p (k =c®/16pG, com dx° =cdt).
Substituindo esta densidade Lagrangeana na acgéo (1.3.1) chegamos a
|, =kesl“xy-gR. (1.3.2)

Variando esta acédo em relagdo a g,, encontramos

di, =kyl “x (dy"g)9™R,, +k¢yi Xy (d g") R,

+kest *xy-gg™ (dR,, ).,

onde as variagdes de ,/- g edotensor R sédo dadas por 3,

\/_—-—\/_grm(dg ). (1.3.4)

(1.3.3)

grderm :gmd (ﬂaGam B ﬂmGaa| +Gbm Gaab B GbalGarm)

. 3 N (1.3.5)
=g™N, (d G, ) g™ Nﬂ(d G, ):Na(g"“d G, -9"d G”‘rm).

Introduzindo a notacao
vV =g™dG® -g*""dG",
podemos reescrever a equacao (1.3.5) como

g™dR, =R,V :J_ (J_v) (1.3.6)

Substituindo as equacodes (1.3.4) e (1.3.6) na expressao (1.3.3) chegamos

3 referéncia[6] §86 e §95
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dlg:kc‘jj“xﬁa?-?m-%nggdg +k eyl *x J_ f. (V-av?).

Considerando que estamos trabalhando em um espaco-tempo
assintoticamente plano, o segundo termo desta expressdo nao ir4 se anular no limite
r ® ¥ . Neste limite temos,

9., =h, +h, (@r),
&l 6

G = =0 —_,
m 1Tlgnrn 8r2b

da, =02
&

Destes comportamentos assintéticos, deduzimos que,

Ve =g™dG ~oael °
&2y

no limite r ® ¥ . Assim, utilizando o comportamento assintético de V2, vemos que,

Od*x1, (\/Eva): 0 ds, (J_Va)— rdq)(rsenqdf)(dt)ogeiolo

V® ¥ S®¥ S®¥

ao integrarmos sobre uma superficie S de raio constante.

Para que (§*x1, («/ gv® ) se anule no limite r ® ¥, devemos
acrescentar a acdo do campo gravitacional (1.3.2) o termo de superficie,
- ﬂa ee '_g(gfmGarm_ gar‘lem])H’

obtendo assim

l, =k Xy aR - ksl ‘x 1, &9 (9™ G, - 9™GT, 1. (1.3.7)
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Pode-se mostrar que esta acdo é invariante por uma transformacgéo
infinitesimal de coordenadas x'™=x" +e™(x) no limite r ® ¥ . A acdo (1.3.2) nao

tera esta mesma propriedade [8], visto que ela ndo possui um comportamento

assintético bem definido. Sendo assim, a acao (1.3.7) serda utilizada como a acéao do

campo gravitacional ao invés da acao (1.3.2).

Variando a acédo (1.3.7), encontramos,

A 1 0 a
dl, =k (s X4~ g oRy - 59mR g™ +koyl® xf 1. (v-ov*)
- k@4Xd ﬂa eé ,_g (gnnGarm _ ganGmm])g.

As duas Ultimas integrais desta expresséo podem ser reescritas como,
keyl® xJ_ (vFav?) -kgtxd 1, &g (o™, - g™G7, )i
=kl T, gd(\/-_gg”“ )G‘m . d(ﬁga“)Gmm 0
Como d(ﬁg”")G’"m e d(ﬁga”)G’“rm sdo da ordem de 1/r®, a

expressdo (1.3.8) ira se anular no limite r ® ¥ . Portanto, a variacdo da acéo do

(1.3.8)

campo gravitacional resultara em,
di, =k¢sl x4 g a’hm R_dg (1.3.9)

Para chegarmos as equacdes do campo gravitacional, nos resta

determinar a variacdo da acdo do campo de matéria, que é dada por:
= of x4 oL,
Utilizando o teorema de Gauss e fazendo dg™ =0 nos limites de

integracdo, a variacdo da acdo dos campos de matéria resultara em,



1o -
dl,, = ¢ “xd (H‘-m):(‘)i“xi ﬂ(ﬁm)
{

-1,

2""(@%) i
g 9™, q)

m

onde g™, =19

15

"
Fydg™, (1.3.10)

Definindo o tensor de energia-momento dos campos de matéria como

sendo,

a expressao (1.3.10) sera escrita como,

di_ L%@j‘*x,/-ngdg“.

(1.3.11)

(1.3.12)

Utilizando o principio da agdo minima dl, +dl =0 e as relagbes (1.3.9) e

(1.3.12) chegamos a

k Cyl 4x\/-_ga??{,m - %nggdg”“ - %ﬁi“xﬁdegm =0,

de onde obtemos as equacdes do campo gravitacional, chamadas de Equacdes de

Einstein:

R _-=g R=—T

(1.3.13)
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1.4 Pseudo-tensores de energia-momento

Na Teoria da Relatividade Restrita a energia e 0 momento de um sistema
sdo expressos em termos do tensor de energia-momento T™ . Para que a energia e
0 momento total de um sistema fechado se conservem este tensor devera obedecer

a lei de conservacao,

f.T™ =0. (1.4.1)
Na Teoria da Relatividade Geral de Einstein as expressées que

descrevem a energia € 0 momento gravitacionais dependem no maximo das

derivadas primeiras de g, , fazendo com que estas expressdes sejam dependentes

do sistema de coordenadas e, portanto, ndo sejam covariantes. O fato destas
expressdes ndo serem covariantes faz com que elas na verdade sejam pseudo-
tensores de energia-momento.

Através dos pseudo-tensores ndo é possivel determinar de maneira Unica
a energia gravitacional numa regiédo finita do espaco, ja que, iremos obter resultados
diferentes para sistemas de coordenadas diferentes. O uso de pseudo-tensores
possibilita apenas a obtencéo da energia total de um espaco assintoticamente plano,
pois para sistemas assintoticamente planos (integrando sobre todo o espaco), os
pseudo-tensores de energia-momento se tornam independentes do sistema de
coordenadas.

Uma das primeiras tentativas de se obter um pseudo-tensor de energia-
momento total foi feita por Einstein [9]. A idéia de Einstein foi expressar a lei de
conservacao do tensor de energia-momento dos campos de matéria na presenca de

um campo gravitacional 4,

“ referéncia[6] § 94.
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N, J_ (V- 0T", )+ “T,7.0" (1.4.2)

na forma da lei de conservacao (1.4.1) de um tensor de energia-momento total t ™,

T" :ﬂtm =0. (143)

m n m n

Para que t ™ seja um tensor de energia-momento total ele deve representar tanto 0os
campos de matéria quanto os campos gravitacionais. Desta forma, podemos
interpretar (1.4.2) como sendo a expressao para a troca de energia entre 0 campo
gravitacional e os campos de matéria [10].

Para reescrevermos a equacao (1.4.2) na forma (1.4.3), partirmos da

definicdo da variacao da acdo do campo gravitacional,

i ML L
dl. =kcsl *xdL, =k 4XI—gd ™+ 9 _dg™
9 Cﬁ g d }ﬂgm g ﬂgrm| g |

, (1.4.4)

T

onde,
L, =\"OR=\"99"(1,G,,- 18, +6,G,,- G ,G,). (145

Integrando por partes o lado direito da equagéo (1.4.4), e impondo o

anulamento dos termos de superficie, obtemos,

g2 B
X_ .

-9 ydg (1.4.6)
(il §10™, ¥

dl, =Kyl x|

Os dois primeiros termos do lado direito da densidade Lagrangeana

(1.4.5) podem ser reescritos como,

J-99™ (1.6 - 1.6, )=1.(09"G 1 )- Tn(\o9™C 1)
3 W) )

Como estamos considerando sistemas assintoticamente planos, os termos

(1.4.7)

de divergéncia total,
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ﬂa ('\/EgrmGI nn) - ﬂm(ﬁgmd m ) ,
serdo simplesmente desprezados.

Com o auxilio das identidades

fi \/G: V[_gGglg’

podemos reescrever o0s dois termos restantes de (1.4.7) como,
1 (og™)G  +1 (Vo9™)G  =24-90™ (6% Gy, - GGy ).
Portanto, a densidade Lagrangeana (1.4.5) ira se reduzir a,
L, =+-99™ (6", C.,- GG, ) (1.4.8)

Comparando a expressao (1.4.6) com a expressao (1.3.9), vemos que,

L L &
V- %rm R—_¥ ﬂ 1-[I wﬂng ;qu
7] Tﬂg gﬂg I q3

Usando a expressdao acima e as EquacOes de Einstein (1.3.13)

encontramos

T 75 K 'ﬂ" Rl 9; (1.4.9)
et g

" Tﬂg |

Multiplicando os dois lados desta equacao por %‘ﬂng”B ficamos com

I gge o K T, @R, o
2 "7 2\/_1ﬂ9 'gg"ﬂ%

Com o auxilio da identidade,

1.9™ .

W M9, , L T,
%' g™ ™ 9", W

podemos reescrever a equacgao anterior da seguinte forma:
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1 k T L il
“T.1.9" =——1, 1d, L, - —=—1.9"y- (1.4.10)
2 g 2-g P g™, gy
Fazendo a substituicdo
k - ﬂL .
t' = | L, - — ﬂng““y, (1.4.11)
2\-9 71 g™, b

em (1.4.10), encontramos
! m=_L ¢ (/o
ETmsﬂng _Hﬂl ('\/_gtn)
Utilizando esta expressao em (1.4.2) chegamos a equacao,
J— (\/_T)J—“'(“/_t)
gue pode ser reescrita como,
(V- 9T, +4F0t" ) =

Nesta equacdo podemos identificar t™ como sendo o pseudo-tensor de

energia-momento do campo gravitacional e,
tn =g (T +t"), (1.4.12)
como sendo o pseudo-tensor de energia-momento total de Einstein.

Ao substituirmos (1.4.9) e (1.4.11) em (1.4.12) obtemos

é &efl, 6 d"L, L u

s 19 0%, 5 2 2T :
& L L d" L o] ® o}
) kggms ﬂ r?s 1Tnsg + - 1 1Tslg ﬂn95| i_ kﬂI gm; 1-“n_sg =
9 9", 2 2%, 5 g gt g

Apos a realizacdo de alguns célculos podemos demonstrar que [11],

oI o T dTL 1Tk
g ﬂg—ns-'-ﬂlg ﬂgns'I + 2 ﬂ 5| ﬂ g
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Sendo assim, o pseudo-tensor de energia-momento total sera dado por,

L

9 -

ﬂgns '| 6

t" =9, gkg“

Substituindo a densidade Lagrangeana (1.4.8) nesta expressdo e
realizando alguns calculos chegamos a forma final do pseudo-tensor de energia-

momento total de Einstein:

T gn I's ms | ‘p
Nk =T, &9(0°9™-9"0"? )W
Vg o )%

Outros pseudo-tensores de energia-momento total foram obtidos de forma
semelhante a este pseudo-tensor. Entre os quais estdo o pseudo-tensor de Landau
Lifshitz>,

L™ =k71.{-9(g™g"* - 0" g™ )}, (1.4.13)
0 pseudo-tensor de Papapetrou [12],

_kﬂ|ﬂ{'\/_(g h gmhns +glshrm_gnlhm;)}’
0 pseudo-tensor de Tolman [13],
m 1 —é 1 . vy
P n :Zkﬂl ,[ -0 8_ggrrLlng +Eg nggSngS
|

onde,

L', =-G, +¢' .G, +1g!G

ng — g Egg sn !

e o pseudo-tensor de Weinberg °,

wm :kﬂ| (h""ﬂ'h-hmﬂ”h-hrmﬂshls +ﬂnhlm+ﬂmhln _ ﬂl hr‘m)’

® referéncia [6] § 96
® referéncia[10] secéio 7.6
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onde h, »g,, - h, e osindices de h™ e de {, sdo abaixados e levantados pela

métrica de Minkowski h™ .

E possivel chegarmos & expressdo da energia total de um sistema
assintoticamente plano através de qualquer pseudo-tensor de energia-momento
descritos anteriormente. Como exemplo, vamos obter esta expressao utilizando o
pseudo-tensor de Landau-Lifshitz

Substituindo o pseudo-tensor de Landau-Lifshitz (1.4.13) na expresséo
para o vetor de energia-momento ’,

P™=¢"d ’s,,
encontramos,
P™ =Ky, ﬂs{-g(g”“g's -g"g" )}d33n-
Considerando o componente m=0 em P™ e integrando em uma

determinada hipersuperficie d°S, = d*x, chegamos a,

PO —E =kl 3Xﬂ| ﬂs{_g(googls - g%g® )}
v

=k Sxﬂiﬂj{_ 9 (googij - g%g"! )}
\%

No limite V ® ¥ fixamos o sistema de coordenadas tal que g® =-1e

g =0. Sendo assim, neste limite podemos escrever,

E=-k C\)d3xﬂiﬂj('ggij):-k c‘)dsi@”ﬂj(-g)_ gﬂjgu‘H
Ve ¥ S®Y¥
=-k (\)dsi@ijgklﬂjgm _ gﬂ]glja

S® ¥

" referéncia [6] § 96



22

Fazendo a expansdo g; =h; +h, e g’ =h"- h', e considerando a aproximag&o em
primeira ordem de h; obtemos a expressdo para a energia total de um sistema

assintoticamente plano:

Eom =-k OdS g’h“Th, - T,h'g=k OdS @ih, - Thg.  (1.4.14)

S®¥ S®¥
gue é a mesma expressdo para a energia total de um sistema assintoticamente
plano obtida através da formulacdo canbnica de Arnowitt, Deser e Misner [14]

(energia de ADM).



2. TELEPARALELISMO EQUIVALENTE A RELATIVIDADE GERAL

2.1 Localizabilidade da energia gravitacional

Na secdo anterior vimos que a nado localizabilidade da energia
gravitacional esta relacionada com a descricdo dos campos gravitacionais pelo

tensor métrico g, . Isso ndo implica a inexisténcia de uma energia gravitacional

local. A nao localizabilidade da energia gravitacional ira depender apenas da
formulacdo matematica utilizada na descricédo da gravitacao.

Os fisicos relativistas que acreditam que a ndo localizabilidade da energia
gravitacional seja uma propriedade intrinseca a Relatividade Geral se baseiam no
chamado “principio da equivaléncia infinitesimal”, que surgiu da tentativa de se
generalizar o Principio da Equivaléncia para campos gravitacionais arbitrarios. Uma

formulacdo conhecida deste principio € dada por Pauli [15]:

“Para toda regido infinitesimalmente pequena do universo (.e., uma regido do universo
tdo pequena que as variagbes espaciais- e temporais - da gravitaciéo possam ser
negligenciadas nela) sempre existe um sistema de coordenadas Ko(xo,x ,x2,x3) no qual a
gravitacdo néo possui influéncia nem no movimento das particulas ou em qualquer outro
processo fisico.”

Segundo este principio podemos sempre anular o campo gravitacional em
uma regido infinitesimal do espaco-tempo por uma transformacdo de coordenadas,
fazendo com que ndo tenhamos uma definicdo de energia gravitacional local. Mas,
segundo alguns relativistas tais como Eddington e Synge [16], isto nem sempre vai
ser verdade. No caso de um campo gravitacional real o tensor de curvatura de
Riemann ndo se anula mesmo em um ponto, pois sendo nulo em um ponto seria

nulo nos outros. Esta curvatura ndo nula é responsavel por forcas de mare, cujos
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efeitos ndo se anulam numa regido infinitesimal do espaco-tempo por
transformacdes de coordenadas. Sendo assim, podemos medir o campo
gravitacional em uma regido arbitrariamente pequena a partir das forcas de maré
[17].

Einstein deixou bem claro, na maioria das suas publicacbes sobre o
Principio da Equivaléncia, sua validade apenas para campos gravitacionais
homogéneos, que equivalem a referenciais uniformemente acelerados em regides
finitas do espaco-tempo. Sua tentativa, feita em 1912, quando tratava de campos
gravitacionais estaticos, de limitar o principio da equivaléncia a regides infinitesimais
do espaco-tempo foi abandonada em publicacbes futuras devido a varias
dificuldades encontradas [18]. O que o Principio da Equivaléncia diz é que podemos
anular o campo gravitacional por uma mudanca no sistema de referéncia. Dele néo
podemos concluir que o campo gravitacional ird se anular por uma transformacao de
coordenadas.

A aceitacdo do “Principio da Equivaléncia Infinitesimal” vem do fato de
podermos descrever o espacgo-tempo de Riemann como uma colagem de regides
infinitesimais onde vale a Relatividade Especial. Mas, segundo Einstein, tanto para a
Relatividade Geral quanto para a Relatividade Especial devemos considerar regides
finitas do espaco-tempo para a descricdo do movimento de particulas livres. Em
regides infinitesimais do espacgo-tempo fica impossivel distinguir a geodésica de
outras linhas mundo da particula, sendo, portanto, impossivel de se determinar a
influéncia que a gravitacdo possui no movimento das particulas.

Uma versao do Principio da Equivaléncia dada por Einstein em 1918 diz

que [19]:
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“Principio da Equivaléncia: inércia e gravidade s&o idénticas em esséncia. Disto e dos
resultados da teoria especial da relatividade segue necessariamente que o tensor
fundamental simétrico (g _) determina as propriedades métricas do espago, 0

comportamento inercial dos corpos nele, bem como a agéo gravitacional”.

Desta versdo do principio da equivaléncia concluimos que a estrutura
responsavel pelos efeitos inerciais e pelos efeitos gravitacionais é o tensor métrico

g,, - Portanto, por possuir a métrica de Minkowski, a Relatividade Especial ndo pode

ser considerada como um caso particular em que ndo ha campo gravitacional.

A energia gravitacional serd bem definida localmente se tivermos uma
expresséo para a densidade de energia independente do sistema de coordenadas.
Tal expressdo surge naturalmente no Teleparalelismo Equivalente a Relatividade
Geral (Teleparallel Equivalent of General Relativity — TEGR), que é uma formulacdo
geométrica alternativa a Relatividade Geral que substitui o tensor métrico por
tétradas autoparalelas na descricdo do campo gravitacional.

A primeira proposta de utilizar tétradas para a descricdo do campo
gravitacional foi feita por Einstein [20] em 1928 na tentativa de unificar a gravitacéo e
o eletromagnetismo. Sua tentativa falhou porque nao havia solucdo de
Schwarzschild na sua equagéo de campo simplificada. Mais tarde, em 1961, Mgller
[21,22] resgatou a idéia de Einstein mostrando que s6é em termos de tétradas
podemos obter uma densidade Lagrangeana que nos leve a um tensor de energia-
momento gravitacional. A partir dos trabalhos de Mgller, em 1962, Pellegrini e
Plebanski [23] chegaram a uma formulagdo Lagrangeana para a gravitagdo em
termos das tétradas. Através do formalismo das tétradas, em 1963, Schwinger [24]
obteve uma expresséao para a energia total do campo gravitacional.

Em 1967, Hayashi e Nakano [25] comecaram a formular a teoria de gauge

do grupo de translagdes do espaco-tempo. Hayashi e Shirafuji uniram esta €oria
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com a estrutura do paralelismo absoluto e desenvolveram [26], em 1979, uma teoria
denominada “nova relatividade geral”’, que possui varios aspectos em comum com a
relatividade geral. Em 1978, Hehl et. al. [27] utilizaram esta formulacdo para tentar
unificar a gravitacdo com as interacbes fortes. Entre 1979 e 1980, Schweizer e
Straumann [28], Nitsch e Hehl [29], e Schweizer et. al [30] demonstraram a
equivaléncia, do ponto de vista observacional, entre a teoria da relatividade geral e 0

TEGR.
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2.2 Campos de Tétradas

Os campos de tétradas, ou simplesmente €tradas, sdo um conjunto de

quatro vetores linearmente independentes ortonormais 8,
e am(x) :{e (O)m’e (1)m,e (Z)m’e(s)m} ,
que formam a base de um sistema de coordenadas local construido em um ponto
arbitrario x do espaco-tempo, onde m:{0,1,2,3} sdo indices do espaco-tempo e
a={(0),(1),(2),(3)} s&o indices locais de Lorentz.
As respostas das tétradas as transformacbes locais de Lorentz e

transformacdes de coordenadas generalizadas s&o dadas por

&."(x) =L, (x)e,"(x),

%™

e'.(x) = o

e,

respectivamente, onde em cada ponto do espaco-tempo as matrizes L%, satisfazem,

L*® Lbdhab =h,.

c
As tétradas satisfazem a relacdo de ortogonalidade

eamebm =hab ,
onde h® =diag(-1,+1,+1,+l) =h,, é a métrica de Minkowski em coordenadas
()

(0)

cartesianas. Assim, temos que e’ & um vetor do tipo tempo e e/, com i =1,2,3,

séo vetores do tipo espaco.

8 referéncia[6] § 98
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Os indices locais de Lorentz das tétradas séo levantados e abaixados pela

métrica de Minkowski h3®,

€am =Nap® s

e™ =h®g,,
onde h,, é a métrica inversa,

h,h™ =d.°,
e e,” € atétrada inversa,

e,"e’,=d,’

Multiplicando a relagéo acima por e, encontramos

(ee‘neam)ebm =e”,
de onde obtemos a relacgao,
e’ e =d". (2.2.1)
Os indices do espac¢o-tempo das tétradas sdo abaixados e levantados

pelo tensor métrico g, ,

a al

e" ., =g,e
Multiplicando esta relagédo por e,, ,

g,e"e, =€ e

m~an 1
e utilizando a relagéo (2.2.1) obtemos a relagdo entre as tétradas e o tensor métrico,

g, =€.€ (2.2.2)

m~an 1

ou
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sendo que as tétradas convertem indices do espaco-tempo em indices locais de
Lorentz e vice-versa.

O paralelismo absoluto (teleparalelismo) das tétradas, isto €, o paralelismo
das tétradas em pontos distantes do espaco-tempo, ocorre se sua derivada
covariante for nula,

N.e,"=1.e"+Ge,' =0.

Resolvendo esta equagcdo obtemos a conexdo afim,

G =e'Te.., (2.2.3)
gue € assimétrica nos indices me n.
Dois vetores em pontos distantes sdo considerados paralelos se eles

tiverem componentes idénticas com relagcdo as tétradas locais nos pontos

considerados. Por exemplo, no ponto x' os componentes de um vetor V™(x) em
relacdo a tétrada sdo V*(x) =e® (x)V"(x). J& num ponto distante dx' de x' temos
gue os componentes de V"(x) em relacdo a tétrada sao V?¥(x +dx) =V?¥(x)+DV?,
onde DV*® =e" (va' )dxm, sendo a derivada covariante N, construida com a

conexdo afim (2.2.3). Portanto, o anulamento da derivada covariante construida a
partir desta conexao afim define o paralelismo absoluto de vetores e tensores.
Substituindo a conexdo afim (2.2.3) no tensor de torcdo, que € definido

pora

e no tensor de curvatura (1.2.6), obte mos, respectivamente, uma tor¢éo nao nula,
T =6 (T,e,-Te.) (2.2.4)

e um tensor de curvatura nulo,
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R*,., =0.

Sendo assim, vemos que o0 espaco-tempo do TEGR, cuja base € formada
por tétradas autoparalelas, chamado de espaco-tempo de Weitzenbock [31], €
caracterizado por uma tor¢do ndo nula e uma curvatura nula, ao contrario do
espaco-tempo de Riemann, que € caracterizado por uma tor¢cdo nula e uma
curvatura nédo nula. Neste espaco-tempo a curvatura nula define o paralelismo

absoluto das tétradas e o tensor de torcdo ndo nulo, que € funcdo das tétradas

autoparalelas, é o responséavel pelos efeitos gravitacionais.
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2.3 Formalismo Lagrangeano do TEGR

No TEGR a descricdo do campo gravitacional ndo € Unica. Podemos
estabelecer tanto uma densidade Lagrangeana, que € invariante sob transformactes

de Lorentz locais (sob o grupo SO(3,1) local) [32,33,34], quanto uma densidade

Lagrangeana, que € invariante sob transformacfes de Lorentz globais (sob o grupo

SO(3,1) global) [3,4,22,26,35,36].
A simetria SO(3,1) local surge ao utilizarmos para a descricdo da
densidade Lagrangeana, além das tétradas e° _, a conexdo afim de spin w,,, . Esta

conexdo afim, também chamada de conexdo afim local, € a conexdo que devemos
introduzir para construirmos, no espago-tempo curvo, a derivada covariante local dos
campos espinoriais e tensoriais. Ela surge pela imposicdo da covariancia da

equacdao de Dirac sob o grupo SO(3,1) local no espaco-tempo curvo. Esta imposicéo

leva a definicdo da derivada covariante local de um campo espinorial y (x) [37 - 38],
1. al
Dy =Ty - W mSTY
onde S® :Izgga,gba € uma representacdo de spin %2 do grupo SO@B1l) e

W ., =-W.,. €aconexao afimlocal.

Esta derivada covariante fixa a lei de transformacéo sob o grupo SO(3,1)
local para a conexao afim local [37 - 39],
W =L W L+l Tl
Impondo que a derivada covariante da tétrada e® , construida a partir da

conexdo afim G e da conexao afim local w,,, , se anule,

mab ?
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. _ -
Ne* =1¢€ -G ¢ +w e’ =0,

n

0 que define o paralelismo absoluto das tétradas na teoria com simetria SO(3,1)

local, obtemos

— Aa Abl al
G, =e*e’w_ +e'fe

m m~av *

Substituindo esta conexao afim no tensor de curvatura
R%. (W) =€ e R*, . (G),
e no tensor de torgéo,
T W) =e"T' (G,
iremos obter, respectivamente,

a _ a a a c a c
R bm (W) - 1-[mWn b~ 1-[nWm b +Wm cWhnp Wy cWhps (231)

Tarm(W) :ﬂmean - ﬂneam+wn?bebn_ Wr?beb : (232)

n

Multiplicando (2.3.2) por e,, obtemos,

Tlrm :eaITarm =€, ﬂmean -€4 ﬂneam +Wn1n -W

nim*

Permutando os indices deste tensor de tor¢do encontramos,

— a a
Trr1n _eamﬂle n - eamﬂne | +erm Wiy -

- a a
Tnni _eanﬂne | -eanﬂle m+WrmI -WI nm*

Somando T, , T, eT_ eisolandow,_, =e,'e'w,, chegamosa,

Im

W, =W +K

na

(2.3.3)

mab mab ?

onde °w,_, € aconexao de Levi-Civita (cuja tor¢do associada € nula),

1.
0\Nnab =- Ee m(VVabc - Wbac - Wcab)’
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— n m n
Wabc - ean (ebnﬂmec - ec 1-[meb )’

e K, € o tensor de contorgéo,

na Irm+TnIm-TrmI)'

K an =%ea' e, (T
definido em termos do tensor de torgao (2.3.2).

Considerando os mesmos argumentos utilizados na se¢do 1.2, devemos
adicionar um termo de superficie a densidade Lagrangeana no vacuo. Levando isso
em consideracdo, em termos das tétradas e da conexao afim local, podemos tomar

como a densidade Lagrangeana no vacuo a expressao,

eR(e,w)- 21, (ee*"e™w,,, ), (2.3.4)

onde e =det(e?,)=+/- 7 .
Utilizando a relacéo
Re w)=e"e’"R, (W),
e a expressao (2.3.3), na equagao (2.3.4), encontramos [1]

eR(e, w) - 21, (eeameb”w

nab

) =eR(e)- 21,,(ee*™e™ W, )

" (2.3.5)
re&y am v 17 s S L, S
&4 2 p
onde T, édado por (2.3.2)eT?, =T,..
Substituindo
ab 1 abc l ab a
SPT e = =TT, + =TT, - TT,, (2.3.6)
4 2
onde
Sabc :l(Tabc +-|-bac _ Tcab) +1(hac-|-b _ habTC), (237)
4 2

na expressao (2.3.5) chegamos a
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eR(e, w) - Zﬂm(eeamemmab) =eR(e)- Zﬂm(eea”‘eb“ °Wnab) 238)
+ e(Sa‘”“Tarm ) -
Por meio da identidade
ﬂm(eea”‘e'mwnab) = ‘ﬂm(eeameb” °wnab) - ‘ﬂm(eT ”‘) ,
podemos reescrever a equacao (2.3.8) sem os dois termos de divergéncia,
eR(ew) =eR(e)+eS"T, . - Zﬂm(eT’“).

Desta expressdo vemos que, se impusermos o0 anulamento de R(e w),0

escalar de curvatura eR(e) se torna equivalente a combinagédo quadrética do tensor
de torcdo. O termo de superficie ﬂm(eTm) € descartado por nao contribuir para a
acdo no caso de espagos assintoticamente planos. Portanto, a densidade

lagrangeana total é dada por,

L'ew,l )=-keS™T, +el ® R, (W)-L,, (2.3.9)

abm
onde e*" e w,_, sdo variaveis independentes, | ®™ sdo multiplicadores de Lagrange

que garante a condicdo de curvatura nula e L, € a densidade Lagrangeana dos

campos de matéria.

Variando L' em relagdo a e*,, w,, e |®™, e fazendo uso das
identidades,
abc
d (S aTnabc) _ZSabc dTa:r% ’
de de
d (SabCTabC) — ZSabC dTabc
aw, aw, .,

obtemos as equacdes de campo,

dL’ bin tn 1 bea O 1
- _=-e es”")- el T _Ze T 2 —eT =0, (23.10
ded" al ebm[%( ) 8 a‘bom™ "y Fambed o 4k am ( )
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dL' anb bna 1 abm 1 mab
=S -S +—D (el +-S =0, 2.3.11
dw,, e ”( ) 2 ( )
dL'
dl abm Rabrm (W)= 0, (2312)
onde
el = diy,

»
3

o
®
3

Sn’ab — dLm
W, o,

Dn (eSbI n ) - ﬂn (eg)m ) +eWanSC| n
Dn (e| abnn) :ﬂn (el abrm) +e(Wan| acm +Wnacl cbrm).

Com o auxilio da equacdo de vinculo (2.3.12) podemos reescrever a
equacao (2.3.10) como,

dL' _ bl n o T bea O 1
deﬁ =€ enm[% (eS ) é% bnm "~ 4e TbcdS ﬂ- EeT

ol g 1 _
R e —e R(e)y- —eT. =0,
% n(€)- anRR( )% 4k "

I\)|I—‘

de onde obtemos as equag¢des de campo,

1

1
R, (e)- —e. R(e)=—T. .
am() 2am() 2k am

Através da relagdo g, =€’ e vemos que estas equacdes de campo sé&o

m~an !
equivalentes as equacdes de Einstein.

Existem varios fatores que nos levam a reduzir a simetria SO(3,1) local da
densidade Lagrangeana a uma simetria SO(3,1) global. Na teoria com simetria
SO(31) local os multiplicadores de lagrange |®™ ndo sdo determinados

unicamente [33] e a conexdo afim local ndo possui influéncia na dinamica das
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tétradas. Além de possuir uma formulagdo mais simples e gerar oS mesmos

resultados obtidos através da densidade Lagrangeana com simetria SO(3,1) local, a
densidade Lagrangeana com simetria SO(3,1) global permite o acoplamento do

campo gravitacional com o campo espinorial de Dirac [40]. Além disso, uma

formulacdo Hamiltoniana do TEGR com uma simetria SO(3,1) global pode ser
construida [1,3].
Fazendow,, =0 na densidade Lagrangeana (2.3.9) obtemos a densidade
Lagrangeana com simetria SO(3,1) global,
L'(e)=-keS™T, - L,. (2.3.13)
Variando L' em relagdoa e’ encontramos

dL'
dea™

bl n %m bch 1
= S =0, (2.3.14
e, e, (eS ) eg Toum - 4e TocaS = I eT,,=0, ( )

de onde obtemos,

%:ealebmﬂn (eSb'“) eg?s‘“ .

e:'Ram(e)- —1eamR(e)u- ieTam =0.
] 2 b 4k

m am

Lo M50 et
4 g 4k

(o]

N |-

Portanto, podemos observar que as densidades Lagrangeanas com simetria SO(3,1)

local e simetria SO(3,1) global geram as mesmas equagdes para e*
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2.4 Formalismo Hamiltoniano do TEGR

Por simplicidade iremos apresentar nesta se¢cdo um resumo do formalismo
Hamiltoniano do TEGR. Para chegarmos a densidade Hamiltoniana no TEGR
devemos reescrever a densidade Lagrangeana (2.3.13), com L, =0, na forma
canoénica,

L=P%*e¢, - H,
onde P* é o momento canonicamente conjugado a e, , obtido da variagdo da
densidade Lagrangeana (2.3.13) em relagéo a €,, = Y,e, .

dL

= - 4keS?% (2.4.1)
de,,

Pako

Com o auxilio da equacéo (2.3.7) podemos escrever o momento (2.4.1) na
forma,
pak — ke{goo (_ gkj-l-aoj - edT koj +Zeak-|-j0j)
+90k (ngTan +edT 00]_) +e (QOkaO]_ +gijOOj)
} 2(eaogok-|- joj + eanOjTOOj ) ) gmg ki aij
+ed (goj-l-kij ) gkj-l-oij)_ 2(goieak ) gikeao)-l-jij}'
Reescrevendo a densidade Lagrangeana (2.3.13) em termos de e, , P*,
e dos multiplicadores de Lagrange, chegamos a densidade Hamiltoniana [3],
H=e,C%+a,G" +b G +1, (e,,P*), (2.4.2)
onde a, e b, sdo multiplicadores de Lagrange e G*, G e C?* séo vinculos de

primeira classe, dados por,

Gk _. Gki —plik_ ke{_gimgijomj +(gimgok ) gkaOi)Tij}’
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G =p% +2ke(gk"g°‘T°ij - g°kgOiTjij +9% 'T jij),

e
a — al a é 1 ij 1 0
C*=-P*+e 08- Wke?ikg PIPY - EF>2Ej
%‘I-imn'b 1n'im ik m n(...j:I
+kegzg g"T mn Vi +§g T T i- g T T nk%’
1 K x aijp ki 1 aijpb kee® (goq"To T
- F eggikgjlg -Egijg E‘ ee (g g i Tomn
+gan0mnTm i +ngTnijmni - ZgOkT mka nni - ZgjkTOiannk)’
onde
gaij - i(eaiej +eajG)_ e""" A 00 (gjm-l-ikm+gim-|-jkm +29ij-|-mmk)
+gOm (ngTimk +goi-|-jmk)_ nggoj'-l-mmk +(gjmgoi +gimgoj ) 29”90”’)T°mk8,
e

P* =-29%(g"g" », - 0"y ) +2(9” d"9" +9"g"g" )y
) 2(gik90mg01’y - gOigOky ),

Yi=Yi :%(Tioj +Tj0i)'

Uma das principais diferencas entre a formulacdo da densidade
Hamiltoniana (2.4.2) e a formulacdo de ADM, é que na formulacdo de ADM os

vinculos vetoriais H, s&o lineares no momento, enquanto que na formulagéo da
densidade Hamiltoniana (2.4.2) ambos os vinculos C% e C® s&o em geral lineares
e quadraticos em P ™),

A forma integral do vinculo C® =0 pode ser interpretada como uma

equacao de energia do tipo E - H® =0,

o (- 1P %) =¢31°x
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ja que o lado esquerdo dela conduz a energia de ADM para espacos

assintoticamente planos,

(‘)dgx(’ﬂkp(mk) =k 0 dS gNh; - Tih; H° Epom -

V® ¥ S® ¥

Assim, uma vez que a quantidade - ¥, P é uma densidade de energia,
podemos definir a energia gravitacional em um volume finito V do espag¢o como,

E =- p*x P . (2.4.3)
\Y

A partir desta expressdo podemos definir o vetor energia-momento

gravitacional em um volume finito V de uma hipersuperficie espacial tridimensional,

P? =- (¢°xT P . (2.4.4)

\%

Esta equacéo satisfaz todos os requerimentos que esperamos de qualquer
definicdo de energia gravitacional: se anula no espacgo-tempo de Minkowski; produz
a energia de ADM e de Bondi nos limites apropriados [41]; produz o valor apropriado
para campos gravitacionais fracos esfericamente simétricos; produz a massa
irredutivel do buraco negro de Kerr [4]; é invariante sob transformacdes de
coordenadas, na hipersuperficie espacial tridimensional; Finalmente, se transforma

como um vetor sob o grupo SO(3,1) global.



3. O FLUXO DE ENERGIA-MOMENTO GRAVITACIONAL

3.1 Equacao de continuidade e o fluxo de energia-momento gravitacional

A equacdo de continuidade para o vetor energia-momento gravitacional é
obtida ao multiplicarmos a equacdo de campo (2.3.14) pelas tétradas inversas

al qam

e e,

1 6 1
eaI eameal ebmﬂn (eSbI n ) _ e.':1I eame %bn a-I-bnrn _ _eameCd Sbcd 2_ _eal eame-l-am =0,
& 4 g 4K

Simplificando esta equacéo e multiplicando por - 4k, obtemos,
1, (- 4keS™") +kee"(48™'T,, - d' S™T, ) +ee’ T'"=0.
Restringindo os indices de espaco-tempo | para assumir sO6 valores
espaciais, isto é, fazendo | = j, chegamos a,
T, ( 4keSa"°) +19, ( 4keSa“‘) +kee®™" (4Sb°ijcm - dijdeTbcd) +ee* TIm=0,
Tomando a divergéncia da equacéo acima em relacéo a j, encontramos,
- 1o, ( 4kesa0j) - Wit ( AkeS™ ) kT, geeam (4SijTbcm i dijdeTbcd)g
+1; (ee®, T'") =0.
O segundo termo desta equacéo ira se anular, por causa da propriedade

de anti-simetria S™ =- S* | Sendo assim, podemos reescrever a equacio anterior
como,
-1, (- 4keS™T) + K1 Gee™(4S™T, - d/ ST, )W+ 1 (ee”, T ™) =0. (3.1.1)

bcm

Com o auxilio da expressio (2.4.1) do momento canénico P?, podemos

reescrever a equacgao (3.1.1) como,
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-7, (P aj) +KT, geeam (4Sb°ijcm - dijdeTbcd)8+ T, (eeamT im) =0.

Integrando esta equacdo em um volume V do espaco tridimensional

chegamos a

bcm

-d ijdeTbcd )8

O\

& o)

=-K(§IS; Gee™™ (48™T
ev S
- O¥1S, (eeamT ““).
S

(3.1.2)

Através da expressdo (2.4.4), podemos identificar o lado esquerdo de
(3.1.2) como a derivada temporal do vetor energia-momento. Como a derivada
temporal do vetor energia-momento é menos o fluxo de energia-momento, podemos

reescrever a equacao (3.1.2) como,

d é \ aj U a a
—& o°x 1, (P¥)a=- F3- F3, (3.1.3)
dt év ]
onde
F2 =K(HiS, Gee™ (48T, - d, ST, )8 (3.1.4)
S

€ a componente a do fluxo de energia-momento gravitacional, e
a — N a jm
F2 =S, (ee®,T")
S

€ a componente a do fluxo de energia-momento material.
Das equacdes (3.1.3) e (2.4.3) chegamos a equacédo de perda de energia

gravitacional P©® = E,

‘3_'? = FO.FO, (3.1.5)
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3.2 Escolha das tétradas

As tétradas podem ser consideradas como uma transformacdo de

coordenadas dq® =e” (x)dx™, entre e as coordenadas x™ do espago-tempo fisico e

as coordenadas q* de um espaco-tempo de referéncia [4].

Se os dois sistemas de coordenadas descreverem o0 espaco-tempo de

Minkowski, entdo as tétradas serdo determinadas por,
e’ =—. (3.2.1)

Neste caso a transformagdo dg® =e® (x)dx™ podera ser integrada globalmente e a
transformacéo sera chamada de holondémica.

No caso geral, a transformagéo dqg® =e” (x)dx™ nédo podera ser integrada
globalmente, ja que as tétradas ndo serdo dadas por funcdes gadiente do tipo
(3.2.1). Se as tétradas forem tais que T° =9.€°-1€" .20, entdo a

transformacao € chamada de ndo-holonémica.

Como no TEGR a presenca de um campo gravitacional corresponde a um

tensor de tor¢do ndo nulo T® 1 0, podemos descrever os campos gravitacionais

por um espaco-tempo fisico que é nao-holonomicamente relacionado ao espaco-
tempo de Minkowski, tomado como o espago-tempo de referéncia.

Considerando uma rotacdo entre dois sistemas de coordenadas
cartesianas no espaco-tempo plano, q°=t, qg'=x'cosw(t)- x*senw(t),

g% = x'senw(t) + x* cosw(t), g = x>, temos as tétradas,
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& 1 0 0 00

¢ .
-(xlsenw+x2cosw)w cosw -senw 0=
a —_—
e’ (tx,y,z)=¢ -

o (xlcosw- xzcosw)vv senw cosw O+
g 0 0 0 1y
onde w(t) € uma funcao arbitraria. Estas tétradas descrevem um espaco-tempo de

referencia com coordenadas q* que esta rodando em respeito ao espaco-tempo

plano com coordenadas cartesianas x™. Podemos verificar o aparecimento de

componentes anti-simétricos na segdo espacial de e®_, (i.e. e(”j), gue é uma

caracteristica geral em coordenadas cartesianas. Portanto, o aparecimento de

componentes anti-simétricas em e;,;(t Xx,y,z) € esperado se dois espagos-tempos

estiverem rodando um em relag&o ao outro.
Para um boost entre dois sistemas de coordenadas cartesianas no

espaco-tempo plano, q© :gg+(v/cz)xlg, q® :g(x1+vt), q? =x2,g° = x5,

onde g =1/+/1- v2/c? , temos as tétradas,

g&; (v/cz)g 0 00
eam(t,x,y,z):gv(;;l g 2 8:
éo 0 0 1p

Estas tétradas ndo satisfazem a condigéo de calibre temporal e®, =0, ja
que e = (v/cz)g . Para um boost arbitrario irdo aparecer termos tais que e, 1 0,

gue violam a condicao de calibre temporal.
Portanto, para que o espaco-tempo de referencia ndo esteja relacionado
nem por uma rotacdo nem por um boost com o espago-tempo fisico, as tétradas, em

coordenadas cartesianas, devem satisfazer as propriedades,



€ii =€ (3.2.2)

e, =€ =0, (3.2.3)

Estas condicbes fixam seis graus de liberdade das tétradas e apesar de terem sido

obtidas no caso de tétradas para o espaco-tempo plano, elas também devem ser
véalidas no caso de campos gravitacionais arbitrarios.

De acordo com arelagdo (2.2.2), temos infinitas tétradas associadas a
uma mesma meétrica. Para a escolha das tétradas, podemos assumir que elas
satisfacam as propriedades do tipo das equacdes (3.2.2) e (3.2.3). Em geral as seis
condi¢cBes acima sobre as tétradas caracterizam um observador estatico em relacao
a distribuicdo de matéria e a um campo gravitacional assintoticamente plano.

Aléem de satisfazer as equacdes (2.2.2), (3.2.2) e (3.2.3), quando os
parametros fisicos do sistema sdo anulados as tétradas devem descrever a métrica
correspondente ao espaco-tempo de Minkowski e conduzir a um tensor de torgéo

Tom =1.6.0 - 9,6, NUIO, em qualquer sistema de coordenadas [42].
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3.3 Ondas gravitacionais planas

Uma onda gravitacional é a propagacao no espaco-tempo de um disturbio
ocorrido em um campo gravitacional. Em uma regido longe o suficiente deste
distarbio, teremos um campo gravitacional fraco, mas nédo estacionario. Neste caso,

0 espago-tempo sera aproximadamente plano, sendo sua métrica dada por:
Om =hpm +hy s (3.3.1)
onde h 6 é a métrica de Minkowski e h_ s&o pequenas correcdes (|hrm|<< 1),

determinadas pelo campo gravitacional. Portanto, devemos desprezar os termos em

h.,, de ordem maior do que a primeira (aproximacao linear).

Substituindo a métrica (3.3.1) na conexao afim (1.2.5) e desprezando os

termos em h _, de ordem maior do que a primeira, obtemos a conexéo afim,
1 I'b
Grm :Eh (ﬂnhbm+ﬂnhnb - 1-[bhn'n)'

Utilizando esta conexao afim no tensor de curvatura (1.2.6) e, de novo,

desprezando os termos em h_ de ordem maior do que a primeira, é facil de

demonstrar que,
a 1 a a a
R® :E(ﬂmﬂbh 2+ 1 Fhy 19,00 TR, ).
A partir deste tensor de curvatura chegamos ao tensor de Ricci,
er :hab Ranbn = %(ﬂnﬂaham + ﬂmﬂahan - ﬂmﬂnh -0 hrm ) ) (332)
onde O é o operador D’Alembertiano,
(K- =) T T o

Dzlﬂ :-W-'-gﬂxz-'- + =,
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e ao escalar de curvatura,

R=2(1,9,h°" + LT, - Oh- Oh) 333)

N| -

(7.9,h2° - Oh).

Substituindo as expressdes (3.3.1), (3.32) e (3.3.3) nas equagbes de

Einstein (2.3.14), encontramos as equacdes de Einstein de campo fraco,

1
— h? + h? - h-Oh _-h h*® +h _Oh)=—T_. (3.3.4
2 (ﬂn 1-[.:-1 m 1-[mﬂa n 1-[mﬂn m m 1Ta 1Tb m ) 2k m ( )

Estas equacdes sao invariantes sob a transformacéao de calibre (gauge),
hrm ® hrm + 1Ll—m-'-ﬂml—n’

onde L, € um campo vetorial arbitrario. Para fixar o gauge, podemos impor a

condicdo de gauge,
m 1 m o

7. 3" - Zhmhl=0, (3.3.5)
& 2 o}

na equacéo (3.3.4), obtendo assim,

0% - In w8ty (3.3.6)
g™ 2™y 2%
Se definirmos uma nova variavel de campo,
1
Ym =hm-=hgh, (3.3.7)
podemos reescrever a equacao de campo (3.3.6) como,
Oy =—T (3.3.8)
™2k ™ o
e a condicao de gauge (3.3.5) como,
Ty™=0. (3.3.9)

No véacuo, a equacdo de campo (3.3.8) se reduz a equagéo de onda,
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Oy =0. (3.3.10)

m

Considerando o traco desta equacao e utilizando a relacao (3.3.7) temos
que,
h™Oy , =- Oh=0.
Combinando este resultado com (3.3.10) e (3.3.7), vemos que h_, também satisfaz

a equacéo de onda,

Oh,, =0. (3.3.11)
Esta equacao possui solucao do tipo,
h = Arme(ikaxa) ,
onde A, € um tensor constante, chamado de tensor de polarizacdo, e k, é um

vetor constante, chamado de vetor de onda. Esta solucédo € chamada de onda plana

linear e so sua parte real,
h, =A,, cos(k,x*), (3.3.12)
possui significado fisico. Substituindo esta solu¢do na equacdo de onda (3.3.11)
obtemos a relacgéo,
kk,h, =0,
que se anula somente se,
k®k, =0. (3.3.13)
E conveniente se referir & componente k° como w, que é a freqiiéncia da
onda. Sendo assim, de acordo com a identidade (3.3.13) temos que,
K° :(kX2 +k,? +k;‘) =Kk |,
e conseqiientemente w/ |k |=1, de onde podemos concluir que a onda se propaga a

velocidade da luz.
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Pelo fato de h, ser simétrico, entdo o tensor A, também deve ser
simétrico, fazendo com que A, possua dez componentes independentes.
Substituindo a onda plana (3.3.12) na condicdo de gauge (3.3.5) chegamos a
relacéo,

A, k"=0, (3.3.13)

que ira fixar mais quatro graus de liberdade de A, . Desta forma, o tensor A

m
possuird apenas seis componentes independentes e, portanto, existirdo apenas seis
tensores de polarizacao linearmente independentes que serdo solucéo de (3.3.13).

O vetor k* de uma onda gravitacional se propagando na direcdo z é dado
por,

k? =(w,0,0,w).
Portanto, para este tipo de propagacéo, a onda plana (3.3.12) assume a forma,
h, =A,cos(wz-wt).

Neste caso particular, as Unicas polarizacées que serdo solucdes de (3.3.13) e que
irdo corresponder a ondas gravitacionais fisicas sdo as polarizacdes transversas °,

® 0 0 05
A_0 A, 0 O

M0 0 A, o0
© 0 0 o
e
® 0 0 05
ArmA=gO 0 A, 0
0 A, 0 O

0 0 0 o0g

Y referéncia[7] secdo 5.1.
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Para uma onda se propagando na direcdo z com uma polarizacao A,mA

(A, =0), teremos um h, dado por,

a8 0 0 006

h = %0 Acosw(z- t) 0 O:
™ c0 0 - Acosw (z- t) 0+
<0 0 0 0y

Substituindo h_, em (3.3.1) chegamos ao tensor métrico,

®1 0 0 06
g ZQO 1+ Acosw(z- t) 0 O: (3.3.14)
™ ¢o 0 1- Acosw (z-t) 0F -
<o 0 0 1,

do qual obtemos o elemento de linha (1.1.2),
ds? =-dt® +[1+f,(t- z)|dx® +[1- f,(t- z)]dy® +dz?,

onde,

f.(t- z) = Acosw(z- t). (3.3.15)
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3.4 O fluxo de energia-momento de ondas gravitacionais planas

Para o célculo dos fluxos de energia e momento de ondas gravitacionais

planas lineares, restringiremos nossas consideracdes a uma onda se propagando na
direcdo z com uma polarizacdo AmnA, gue, como Vvimos na secao anterior, é

caracterizada pelo tensor métrico (3.3.14).

Através da relacdo g™g, =d", obtemos o tensor métrico inverso a

(3.3.14),

el 0 0 06

¢ 1 -

¢O0 0 0~

m (’: (1+f+) =

g =c¢ 1 -

¢o 0 0°

¢ (1-f) ¢

17

DeO
o
o
o

A tétrada obtida da relacdo (2.2.2) que ira resultar no tensor métrico

(3.3.14) eira satisfazer as condicdes (3.2.2) e (3.2.3) € dada por,

da 0 0 06
(; =
e® (t,x,y,z) -0yl 0 OI, (3.4.1)
0 0 “f, 0.
éo 0 0 15

de onde obtemos e = ../1+f+,/1- f, .

Utilizando esta tétrada no tensor de torcdo T, =1.e., - Y.e.,, onde

m=an

e, =h,e’ , vemos que os (nicos componentes que nao irdo se anular séo,
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f
Tooor == =
(2)02 2 1_ f+
f¢
Tos = =1
D13 2 1+ f+
f¢
Toyzs = = —
(2)23 2.M1- f

onde o ponto e a linha denotam derivada com respeito & coordenadas t e z,
respectivamente. Dos componentes acima e da tétrada (3.4.1) obtemos os

componentes do tensor de tor¢do T, . =e* T, ,

T = lf+ , (3.4.2)
2
1.
T =- =4, (3.4.3)
2
1
T, =-=f¢ (3.4.4)
2
1
Toos = Ef+¢- (3.4.5)

Como estas sdo os unicos componentes do tensor de torcdo que ndo se
anulam, pode-se mostrar que o fluxo de energia gravitacional, que é dado pelo

componente a = (0) em (3.1.4), ir4 se reduzir a,
F @ =keplS, §ee (487, - d/, ST,y )1
S
= 4k (§iS, ee@°s' T, 4 (3.4.6)

S

=-4k C\}jsj egooe(o)o (Sllj T t SZZJTZO? )’
s

onde utilizamos T, ., =-T,,, -

I nm
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Para desenvolvermos a equacéo (3.4.6) devemos calcular o tensor (2.3.7),

e para isso precisamos do trago T"=g™T =g™T', . O célculo dos componentes

deste traco ira resultar em,

*=g'g 33T113 +9%y 33Tzzs-
Com estes resultados e os componentes do tensor de tor¢éo (3.4.2) —

(3.4.5), ao considerarmos j =1 na equacao (3.4.6) encontramos,

a1
8221Tzoz =T S

- gz(-|-221 +T221_ T122)+£(g21-|-2 _ gzle)E:I:O.

2 H

Similarmente, para j =2 na equacao (3.4.6) temos,

l(ngTl_ glsz)gz 0.

ST > q

el 1 112 211
(TH2+72 -T2 +

101 :Tlolgz
Portanto, a integracdo em j=1 e j=2 n&o ira contribuir para F®. A U(nica
contribuicdo para F© vem da integracdo na superficie constante arbitraria z (j =3),
que é a superficie ortogonal a propagacao das ondas. Fazendo j=3 em (3.4.6)
chegamos a

F© =_4k C\fiss egooe(())o (81131-101 + 8223-|-202)

_4k018 el-]—10184(-|-113 FTU3 . T311)+%(g13-r1_ gll-l-3)g
(3.4.7)
+-|-202 gj—l(-l-zza +T 28 . T322)+%(923T2 ) gzz.rg)%

=-2Kk 0:18 eggll 922 2 (T101T223 +To0T 113 )H

Substituindo as equacgobes (3.4.2) — (3.4.5) e os componentes do tensor

métrico inverso na equacao (3.4.7) achamos
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FO= ks, ——

Ja que a funcao f, é tal que (f+ )2 <« 1, podemos realizar uma aproxmacao

na equacao anterior, obtendo assim,

F© =-kpS,f,fe. (3.4.8)
S

Assumindo que a funcao f, é dada por (3.3.15), temos que,
f (t- z)= Awsenw(z - t),
f&t- z)=- Awsenw(z - t).
Substituindo estas relacfes e fazendo k =1/16p em (3.4.8) encontramos

) _ A’w? 2 N
F —Wsen (Wt -wz)§S;, (3.4.9)
S

onde S é uma superficie arbitraria definida por z = constante.

O valor médio de F© sob um periodo T é dado por,

! T
(¥t sen’(wt- wz) = 5

0

Levando em consideracédo a integral anterior na equacéo (3.4.9), obtemos

a densidade de fluxo de energia média <F (0)3> por unidade de periodo T, fluindo na

direcao z,

<F(0)3> _ A2

. (3.4.10)
T 32p

Este resultado estd de acordo com valor do fluxo de energia de uma onda
gravitacional plana linearizada, obtido na literatura [43] através da consideracao da
energia fornecida pelas ondas gravitacionais para uma distribuicdo continua de

osciladores em um plano ortogonal a direcéo de propagacéo da onda.



Para chegarmos as componentes F® do fluxo de momento precisamos
calcular o escalar (2.3.6), que ira resultar em,

Slocd-l-bCd - 2(911922933-|-113-|-223 + gllgzzg 33-|-101-|-202 ) . (3.4.11)
Também podemos verificar, através de calculos simples, que,

Srm1-|-rml = %(goog 11g 22-|-101-|-202 + gngzz gss T113T223)1 (3.4.12)

S™*T _, =S™T __=0. (3.4.13)
Substituindo as equacdes (3.4.11) — (3.4.13) no fluxo de momento F®
gue é dado por,
FO=keyls, gee™ (45T, - d/,ST, , )0
S
=k(¥iS, e (45", , - d',5"°T, )i (3.4.14)
S

+k(yiS, @tee™S™? T g+ K(HS, ghee™'S™T 14
S S

concluimos que F® =0.

Um resultado similar é obtido para F®, que é dado por,
F®=keyls, gee® (48™T, - d), ST, )u
S
=k (fIS, fee®?S™ T b+k§iS, e@?(4S™7T - ST, U (3.4.15)
S S

+Kk¢yiS, g4ee(2’28”“ T, B
S

Neste caso temos

m 1
S 2Trm2 =- E(g Oogllg 22T101T202 + 911922 933 1113T223) ) (3.4.16)

S™T _,=S™T __=0. (3.4.17)
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Considerando as equagdes (3.4.16) e (3.4.17), concluimos que a equacao

(3.4.15) sereduz a F® =0. Finalmente, para F® temos,
FO=kegls, gee® (48™T, - d), 87T, , Ju
S
= kc‘j:isl @aee®’S™T L H+k (YIS, gaee®S™T H (3.4.18)
S

+k03IS Gee®?(4smT, - ST, U

Através de célculos simples chegamos a,

S™ s =007 0% T1s Thus s (3.4.19)
e
S™T . =S™T .=0. (3.4.20)
Substituindo as equacdes (3.4.11), (3.4.19) e (3.4.20) na equacéao (3.4.18)
obtemos,

F® = KPS, gees(s)g @ (29009229 “TioT202 - 20797 933T113T223) (3.4.21)
s

Com o auxilio das equacbes (3.4.2) — (3.4.5) chegamos a seguinte

expressao para a equacao (3.4.21),

2
s 2,,1- (f+)2
Levando em consideracdo a equacao (3.3.15) observamos que,
(19" + (1) = (re+f.) - 216, =218,
onde utilizamos f¢=-f,. Com o auxilio desta identidade teremos a aproximacéo,

fg -
FO® =_ kc‘ﬁS?’;z » - k(‘;isgf+¢+,
s s

1- (£,

em similaridade com os mesmos argumentos utilizados para o calculo de F (.
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Portanto, a expressio para F® é idéntica & expresséo de F

2, p,2
F® = A_Wsenz(wt - WZ)iSS;
16p s

Calculando o valor médio <F(3)> sob um periodo T, obtemos a densidade
de fluxo de momento média<F(3)3> por unidade de periodo T, fluindo ao longo da
direcao z,

<F(3)3> A22
T  3p

(3.4.22)

Comparando as expressoes (3.4.10) e (3.4.22) vemos que a densidade do
fluxo de energia e de momento por unidade de tempo de uma onda gravitacional
plana linear, ao longo da direcdo de propagacao, sdo iguais. Desta igualdade segue
gue os fluxos satisfazem a relacéo,

F®F ., =0. (3.4.23)
Notamos que uma relagdo similar a esta deve ser satisfeita pelo quadri-vetor de
particulas de massa nula, e que as ondas eletromagnéticas planas possuem a
mesma caracteristica dos fluxos de energia e momento acima. Em unidades naturais

(c =1), as ondas eletromagnéticas também satisfazem a equacao (3.4.23).



4. RADIACAO GRAVITACIONAL E O FLUXO DE ENERGIA DA
MATERIA

4.1 Métricade Bondi

A métrica de Bondi descreve a radiacdo gravitacional de um sistema
isolado, axialmente simétrico e ndo-girante em um espaco-tempo assintoticamente
plano [44], ou seja, ela descreve a forma assintdtica de uma solucdo radiativa das
equacdes de Einstein. Neste caso serd de nosso interesse o comportamento do
campo gravitacional a grandes distancias do sistema radiativo. Devemos entao
escolher um sistema de coordenadas que nos dé expansdes apropriadas a grandes
distancias do sistema radiativo, na forma mais simples possivel. Para isso, €
desejavel definir coordenadas em que termos do tipo Inr ndo aparecam, ja que este
tipo de termo ndo permite expansdes em termos de poténcias negativas de r.
Também é importante verificar que tais expansées nao precisam ser analiticas, ja
gue as solucdes de equacdes hiperbdlicas, que é o caso das equacdes de Einstein,
ndo sdo necessariamente analiticas.

O sistema de coordenadas que Bondi et al. definiram para descrever a

métrica de Bondi, e que preenche todos os requisitos discutidos acima, foi o sistema

de coordenadas de radiagdo (xo,xl,xz,x3) ° (ur,q,f), onde, a longas distancias, r,

g e f sdo as coordenadas esféricas usuais e u € o tempo retardado u =t-r. As

superficies nas quais u = constante sdo hipersuperficies nulas.

Ao longo de uma geodésica nula (ou raio nulo) as coordenadas (u,q,f )
sdo constantes e r € uma parametro radial, chamado de distancia de luminosidade,
definido pela condicéo,

r‘sen’d = g,,04, (4.1.1)
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que garante que a area de uma hipersuperficie bidimensional u = constante,
r = constante seja igual & 4pr?. Ja que a Unica coordenada que varia ao longo de
um raio nulo é a coordenada r, o termo g,, da métrica deve se anular. Além disso,
devemos ter [44],

G,=G,,=0,
0 que juntamente com a restricdo g,, =0 ira resultar em g,, =0, levando-se em
consideragéo que u é uma coordenada do tipo-tempo (g,, <0). Portanto a métrica

sera limitada pelas condicdes,
Ou =9, =0. (4.1.2)
A métrica que descreve um espacgo-tempo associado a uma fonte

axialmente simétrica deve ser independente da coordenada azimutal f ,

19m _, (4.1.3)

i

Se a fonte for n&o-girante ndo devem aparecer termos cruzados em df , no

elemento de linha, ds® =g, dx"dx", o que implica em,

O =03 =05, =0. (4.1.4)

Considerando as condi¢des (4.1.1) — (4.1.4) e as caracteristicas do

sistema de coordenadas radiativo, Bondi et al. chegaram ao elemento de linha
associado a meétrica de Bondi [44],

ds? =- ?rLeZb - U2r%e® 2du? - 2e*°dudr - Ur*e*dudq

P (4.1.5)
+r2 (ezg‘dq2 +e 29sen? qdf 2),

onde as quantidades V, U, b e g s&o funcbes de u, r e g, que sao determinadas

através das equacdes de campo para o vacuo e pela condicdo de casualidade,
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assumindo-se expansdes em termos de 1/r [44]. Estas funcbes possuem o0s

seguintes comportamentos assintéticos,

b=-—+..,

4r?

c

g=_+ sy

"

2 u
Vo1 2M izeﬂd +d cosq - adT_g - 4c%C gcotq R (1+800t2q)1]+...,
r rr°glg Sﬂ q o Eﬂq 2 0!

U —-igﬂ—+2000tq +_?d +30%cotq +4c? cotq %4

onde M =M(u,g) e d=d(u,g) sado o aspecto de massa e o aspecto de dipolo,
respectivamente, e da fungdo c(u,q) é definida a “news function” ¢ :(‘ﬂc/ﬂu), que

propaga a informagé&o sobre o sistema. Do elemento de linha (4.1.5) verificamos que

0 tensor métrico possui a forma,

§\rie2b +U%r2e® .g2® _r2e 0 9
(; -
dmu,rgf)=c -e® 0 0 0 y
¢ -Ur?e® 0 r’e? o
é 0 0 0 r’e ®sen’q

do qual, através da relagdo g™g,, =d", , obtemos o tensor métrico inverso,

&0 -e?P 0 0O o

C.g2 g20Y _o2p 0 =

G r =
murgf)=¢ -29 - 4.1.6
OTUIAN=E |y e , - (4.1.6)

C r +

¢ 29 T

x 0 0 =z

r‘sen‘q g
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4.2 Tétradas para o espaco-tempo de Bondi

O uso do tempo retardado u para a descricdo da métrica radiante de
Bondi resulta em uma condicdo de superficie nula g°° =0. No entanto nio é
possivel se ter ao mesmo tempo a condi¢cdo g°° =0 e a condi¢io de gauge temporal
(3.2.3), pois as duas condi¢des implicam, simultaneamente, em,

e’=0p det(eam) =e'=0,
e, portanto,
e® ¥.

Sendo assim, ja que a métrica de Bondi resulta em g° =0, a tétrada para o espaco-

tempo de Bondi ira violar a condicao de gauge temporal.

Como vimos na secéo 3.2, a violagéo da condicdo de gauge temporal, no
espaco-tempo plano, esta associada a um boost do espaco-tempo fisico com
coordenadas x™ em respeito ao espaco-tempo de referéncia com coordenadas g°®.
Este boost escolhe uma dire¢cdo particular no espaco. No caso de um campo
gravitacional radiante, a violacdo da condicdo de gauge temporal ndao deve
privilegiar nenhuma dire¢cdo no espaco, ou seja, ela deve ser isotropica.

Através de uma transformacdo de coordenada t® u, onde u=t-r €o
tempo retardado e r =4/x?+y? +7* , na tétrada para o espago-tempo plano em

coordenadas cartesianas e’ (t,x,y,z)=d’ _, obtemos a tétrada,

q X Yy z0
g rror_
e’ (u,x,y,2)=¢0 1 0 0=, (4.2.1)
0 0 1 0
€ 0 0 15
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gue apresenta uma violacao isotrépica da condicdo de gauge temporal

Realizando uma transformacéo de coordenadas (u,x,y,z)® (u,r gqf) em

(4.2.1) encontramos,

A 1 0 0 0
G - +
e (urgf)= QO senqg cosf r cosq cosf rsengsenf < (4.2.2)
¢0 sengsenf rcosgsenf rsenqgcosf *
30 cosq - rsenq 0 7

A tétrada e® (u,r gf) mais simples que nos leva ao elemento de linha

(4.1.5) é precisamente aquela para a qual a violagdo da condi¢cdo de gauge temporal
possui uma forma similar a encontrada em (4.2.1). A tétrada que satisfaz estas

condi¢bes é dada por,

ae A B 0 0 t’)
¢ f B fored fo- fl
& urgf)= Ccosq cos senq cosf re” cosqcos re %sengsenf - (4 23)
QC cosgsenf Bsengsenf re’cosqsenf re ’senq cosf -
3 -Csenq B cosq -re’senq 0 7

onde as fungdes A, B e C s&o definidas por

&Iqe,.p

CDO
—

| [

bwoz

“ &
C =-Uref.
Por meio de uma transformacéo de coordenadas,

x™

e’ (u,x,y,z)=——e® (urgf),
X

chegamos aos elementos da tétrada (4.2.3) em coordenadas cartesianas,

e (u,x,y,z) = A,



e (u,x,y,2) =r£B,
e, (u,x,y,z) :%B,

e, (u,x,y,z2) =$B,

XZ

e®, (u,x,y,2) = C ———,
r ’x2+y2
2 9y 252 -0y 2
X2z
e L&Y

e (u,x,y,z) = B2+ :
1( y ) r2 rz(x2+y2) XZ +y2

XY . edxyz? e Ixy
2

e, (u,x,y,z)=B

[¢]
e®, (u,x,y,z) = BX—ZZ- e#’
r r
e® (u,x,y,z):CL,
0 r /x2+y2
Xy exyz? e Ixy

e® (u,x,y,z) = B+ -

r2(x?+y?) X +y?’

edy?z? N e 9x?

y2
e(2)2(u’x’y’z) = Br—2 +

z eY%z
e, (uxy.2) =B - S,

r

2
+
e(3)o(u’x’y’z) — _C¥,

xz exz
3 —_
e® (u,x,y,z) = Br—z- 7

_o Yz efyz
e‘S)z(u,x,y,z)—Br—z- 7

r?r(x2+y?) xP+y?

r2(x2+y?) x*+y?
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(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)



63

z? €’ (X2 + yz)

e‘3’3(u,x,y,z)=Br—2+ = ,

As equacgoes (4.2.4) — (4.2.6) manifestam a violacdo do gauge temporal de
forma semelhante a tétrada (4.2.1). Além disso, podemos verificar que o0s
componentes espaciais da tétrada (4.2.3) em coordenadas cartesianas satisfazem a
condicéo,

€i); (U,X,y,Z) =€ (u,x,y,z), (4.2.7)

Esta condicdo garante que o espaco fisico com coordenadas x™ ndo esta rodando
em respeito ao espaco-tempo de referéncia com coordenadas g® no caso limite de
espaco plano (V=1, u=b =g=0).

A violacao isotropica da condicao de calibre temporal, dada neste contexto
pelas equacoes (4.2.4) — (4.2.6), juntamente com a condi¢cédo dada por (4.2.7), fixa a
estrutura de qualquer tétrada para tensores métricos de espaco-tempo radiantes,
determinada em termos do tempo retardado u, no caso em que a imposicdo da
condicao de calibre temporal é problematica. Tal estrutura de tétradas é adaptada a

observadores estaticos no infinito tipo espaco.
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4.3 Energiade Bondi

Da equacédo (2.4.3) obtemos a expressdo para a energia do campo
gravitacional contida em uma regido de volume finito V de uma hipersuperficie

espacial tridimensional, limitada por uma superficie S de raio constante r,

E=- §d1,PO =- ], (- 4keS)

V®¥ V®¥ (4 3 1)
=- O ds,(- 4keS”") = ¢ dudf (4keS”™),
S®¥ r®¥

onde e =-g =e®r2sen? .
Utilizando a equagdo (2.3.7) no tensor S =e® S +e® g%
encontramos,
SO0t = %e‘o)o (T “l+g °1T°) + %e(o)l (T 4 ghTO - g“rl) : (4.3.2)
Os seguintes componentes do tensor de tor¢éo T, =9,€,, - T,€.., Onde

=h_e"  sdo obtidos da tétrada (4.2.3), ndo irdo se anular:

Toyor = TA- T,B
Tt (ﬂo )SenqCOSf - (ﬂlc)COSC] cosf ,
To1 (ﬂo )senqsenf - (ﬂlC) cosgsenf ,

T = ToBcosq +(1,C)senq,
T2 =TA,
T = §T,9)re? - (1,C)fcosq cosf +Csenq cosf ,
T0e = § T,9)re? - (1,C)fcosgsenf +Csengsenf

T2 = gﬂog reg ﬂ C)Hsenq +Ccosq,
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Ty :('ﬂog)re'gsenqsenf +Ccosqgsenf ,
T20s = - (ﬂog)re'gsenq cosf - Ccosqcosf ,
Tone =*1,B,

Tup, = §° +(T.9)re® - Bfjcosq cosf - (1,B)senq cosf
Toe = §° +(T,9)re? - Bfcosgsenf - (1,B)sengsenf
Ty, =~ 88° +(1,9)re’ - Bfsenq - (1,B)cosq,
T =- 8% - (Tg)re ? - Bfsengsenf ,

Tos = 87- (1,9)re® - Bsenqcosf ,

Tayes =T (eg - e'g)cosqsenf +(‘ﬂzg)re'gsenqsenf ,

T(2)23 =-r (eg - e'g)COSq cosf - (‘Hzg)re'gsenqsenf ,

A partir destes componentes calculamos os componentes nao nulos do

tensor de tor¢do T, =e®T,, . Para proposito futuro, também iremos descrever o

comportamento assintético destes componentes em respeito a variavel radial r, no

limiter ® ¥,

1 e io)
T001 ZEﬂl(Az' Cz)' AﬂoB: Og?g,

&l 6
Tios =BT, A= 08_2+’
o

1 T
T002 =Eﬂ2 (A2 - C2)+C(ﬂog)reg 208?%

T102 = BﬂzA"' BC 206?;]-—2,
&r 3

(4.3.3)
Ty, =€’ ((‘ﬂog)reg - ﬂgc) =0 (I’ ),
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Taps = - (1,9)r’e" ®sen’y - re"°Csenq cosq =O(r),

Ty = AT,B+C e +(T,0)re’ - Bfj= ogerlo

T,, =re’ geg +(‘|Tlg)reg - BH:O(r),

T, =re® @ - (1g)re®-Bf=0(r),
T =- r2 (ﬂzg)e-ngenzq r2 (1_ e-zg)senq cosq =O(r2).

Calculando os tragos T™ =g™T',  obtemos,

n

0 — g01g 01T 01 (gzz-l-212 +g 33-|-313) ’

1 - _ g01g OlT + gOl 12 ( oLz 201) gllg 22-|- + g11922-|-313

) 9019 22Tzoz + 9019 33T303 -9 129 33T323 + 9129 12T212’ (4.3.4)

0L 12 12 _ 22

T2=9"9"Ty - 9707 T,1, - 9707y,
T®=0.
Substituindo os tracgos (4.3.4) na equacéo (4.3.2) e realizando algumas

simplificacbes, chegamos a,
8(0)01 e(0)0$01 01g22T212 +901 01 3 313H
(4.3.5)
e“”l@‘” 9% o0, +979%9% ooy +9797°0 T

Utilizando os componentes (4.3.3) em (4.3.5) encontramos,

Lié .U é EUU
g0t — ie‘3b @92 % §|__ e 9P aig ? L:J+ él_- el%”" —9 g i
2r rg ;€ &rg U & &g O
te a é th
_ 1
+1 3baéigzl(Usenq)
2 &r o g

Multiplicando esta equagéo pela determinante e =e?"r?senq obtemos
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& 1
1 A . %/02 02
eSP% = “rsenq € +e - 26 P a2 Ut 2% e
2 é r g u 2 &r o
8

Substituindo a equacdo acima e fazendo k=1/16p em (4.3.1),

encontramos uma expressao para a energia gravitacional total do espago-tempo de

Bondi,
] é Lu 1 u
1. % 11 b3 62 Aoz
E =—lim &df =irsen eeg +e9-2ePc=2 Upr2et= 7~ (Usen
4pr®¥0d qu i q grgg Srg [} ( q)il)
\ ¢ 1 u 1 (4.3.6)
| é =U = U
—illm qu ,rsenqeeg R L ozl,1+rze‘b Y 0 21(Usenq)i'/.
f é rg g 8r g 19 IO

Considerando a ultima integral na equacéao (4.3.6), notamos que,

N~

ﬂ H p\ 2
lim reePs—> — Usenq ) =Ilim r-—(Usenq).
r®¥01q Sria ‘ﬂq( ) r®¥9jq 1q q)

Ja que a funcdo U(q)seng se anula em q =0,p [44], concluimos que a integral

acima se anula. Além disso, no limite r ® ¥ temos,

Srz

roor?
Portanto, em tal limite, a equacéao (4.3.6) se reduz a,
1P
= 0la sengM(u.q),
0
gue é precisamente a expressao para a energia de Bondi [44]. Esta expresséo

descreve a massa (energia) presente no sistema radiativo num dado instante

retardado u.
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Através de calculos explicitos é possivel demonstrar que a energia de

Bondi é invariante sob transformac&o local de Lorentz [45], €* = Lab(x)ebm(x), cujo

comportamento assintotico € dado por,

L (0) =1+ ]\N(O)

(0)8 -

L© = 1y©

(i) (|)8r -

CITOR Y (M)
L7 =d7 )+ o+ W

(1)8r

onde OW(i)(j) e w, sdo quantidades infinitesimais tais que Ow(i

=-

GV ()

_ 0 x
W, =- W,, e "w,,;, sdo constantes.

al
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4.4 Perda de massa

Considerando j =1, no componente a =(0) da equacao (3.1.4) obtemos o

fluxo de energia gravitacional,

-d ijdeTbcd )8

bcm

F& =keplS, gee'™(45T,
° 4014 (0 01,(0 11,,(0 12 (0 > (4.4.1)
=k¢yiS, egg”e® W, +g"e!” W +g"e” W, +ge® W, j

S

onde

W, =48°, - S'°'T

Isn?
W, =4S"T,_,,
W, = 4S"*7T,_,.
Com o auxilio da equacéao (2.3.7) e considerando s6 os componentes nao
nulos do tensor de torgdo (4.3.3) nas quantidades acima, chegamos as expressoes,

1 1 0
Wl =9 019 Olg 2 _T012T012 +T012T201 - _T201T201' 2T001-|-212 - _T102T102 =
&2 2 2 p

_ 2g01901933-|- T +2901g12922-|(_)12-r212

001" 313

+2g°'g*?g™ (T012T313 -T.. T ) (4.4.2)

201" 313
12 12 22 12 12 33-|- T

+07070 Tl 0, 12079707 Ty T

_ 2911922933T212T313 _ 29229339331;231-323’

WO = g Olg Olg % (3-'_0021_102 +T002T012 +T002T201 - 2T202T001)
_ 2901901933T001T303 + 2911912 922-'1021-212

+29%g*g?* (T002T212 +To0aT102 + TooaToro )

+ 2901912933 (T002T313 - T102T303 +T012T303 - 2T303T201) (4'4'3)
+ 29 Olg 119 % (T102T012 + T102T102 )

+29 129 129 * (' Ti02Taos HTo0o T3 Ta0aToro )
- Zgllg 229 = (T202T313 +T212T303 ) - 49 Olg #? 933 T202T303 '
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W, =9%9%9% (- 2T0, 515 - ToorToos +To0T102 T To0oTo12)
+29%9"9% (T,0,Ta0s = TooTs2s = TooaTa1s )
+29%979% (- ToooTars +TrosTazs +To1oTs2s - TooiTas )
-2979°9% T05Ta0s - 20707 07 T3, Tps +207°979% T, T

(4.4.4)

Para calcularmos o fluxo total no limite r ® ¥ devemos levar em
consideracdo o comportamento assintético das seguintes quantidades de campo,
g01 ® _ :L
gll ® 11

1
ng ® _2’

-

922®ri2’

(4.4.5)

1

33
® ———,
J r?sen®q

e(o)o ® l
e(O)1 ® 1,

e ® r’senq.
Através destes comportamentos assintoticos € facil de verificar que no limite r ® ¥

0 primeiro e o terceiro termos do lado direito da equacédo (4.4.1) se cancelam, e o

ultimo termo se comporta como g*e” W, =0 (llr“). Portanto F” se reduz a

FO=— ddqd e(-W,). (4.4.6)

16p S®¥
Com o intuito de simplificar o calculo da integral acima vamos apenas

considerar termos em (4.4.3) que caem como 1/r?. Utilizando o comportamento

assintotico das equacdes (4.3.3) e (4.4.5), verificamos que apenas 0s cinco termos,
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9”9 9% Too1 a0z
9799 o1 Taos
9"9%°9% T, Tass»
9790 Tos sz »
29°'9%9% T0, Tags »
sdo do tipo 1/r? quando r ® ¥ . Considerando apenas estes termos e integrando

em f encontramos que nesse limite a equacao (4.4.6) se reduz a

1 . A
F ;0) - 4 s(gg dqg (r ZSGHQ) & “9”g 22T001T202 + 901901933T001T303 (4.4.7)

_ g11922g 33 (T202T313 +T T )+2901922933T T

303" 212 202 303H'

Através de calculos explicitos do comportamento assintético de todas as

guantidades que estdo sendo integradas, e depois de varios cancelamentos,

concluimos que o Unico termo que determina um valor ndo nulo de Ff_f) resulta do

produto T,,T,,; .- Considerando apenas este termo em (4.4.7) obtemos

1°,
FO = > (¥lq senq ('ﬂoc)2 ,
0

que é o valor conhecido da perda de massa no espaco-tempo de Bondi [44]. No
nosso conhecimento esta € a primeira vez que a perda de massa foi obtida por meio
de uma equacao de fluxo para a energia gravitacional.

J& que a métrica de Bondi € uma solu¢cdo de vacuo das equacdes de

Einstein, entdo F© =0 e, portanto a equacéo (3.1.5) é verificada,

dE

1% 2
—=-—(cy¥gsenq(Y,c) .



CONCLUSAO

Neste trabalho discutimos a questdo da localizabilidade da energia
gravitacional e apresentamos o Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral
(TEGR) como uma formulacdo geométrica alternativa a Relatividade Geral de
Einstein, que possibilita a obtencdo de uma energia gravitacional local. Analisando o
formalismo Lagrangeano do TEGR demonstramos que a equacao dinamica das
tétradas é equivalente as equacdes de Einstein. Posteriormente, através do
formalismo Hamiltoniano do TEGR, identificamos uma expressao covariante para a
densidade de energia-momento gravitacional.

A equacdo dindmica das tétradas juntamente com a definicdo de
densidade de energia-momento gravitacional permitiu o desenvolvimento da
equacao de continuidade para a energia e 0 momento gravitacional, de onde
obtivemos a expresséao para o fluxo de energia-momento gravitacional.

Em seguida, aplicamos a expressédo para o fluxo de energia-momento
gravitacional no caso de ondas gravitacionais planas. O principal resultado obtido
desta aplicacao foi a verificagdo de que os fluxos de energia e momento de ondas
gravitacionais planas e de ondas eletromagnéticas planas sdo 0s mesmos, em
unidades naturais. Além disso, o valor do fluxo de energia de ondas gravitacionais
planas, obtido nesta dissertacéo, € 0 mesmo encontrado na literatura [43].

Além de ondas gravitacionais planas, também estudamos o espaco-tempo
de Bondi. Neste caso, utilizando a expressao para a energia gravitacional contida
num volume V de uma hipersuperficie espacial tridimensional, obtivemos a

expressao conhecida da energia de Bondi [44] e, aplicando a expresséo do fluxo de
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energia gravitacional, encontramos o valor conhecido da perda de massa no espaco-
tempo de Bondi [44].

Os resultados obtidos nesta dissertagdo demonstram que o0
Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral é bastante consistente para a
analise das propriedades da energia e do momento gravitacional, e que podemos
aplica-lo a problemas astrofisicos concretos, o que esperamos que encoraje futuras

pesquisas nesta area.



REFERENCIAS

[1] J.W. Maluf, J. Math. Phys. 35 (1), 335-343 (1994).

[2] J.W. Maluf, J. Math. Phys. 36 (8), 4242-4247 (1995).

[3] J.W. Maluf and J. F. da Rocha Neto, Phys. Rev. D 64, 084014 (2001).

[4] J.W. Maluf, J. F. da Rocha Neto, T. M. L. Toribio and K. H. Castelo Branco, Phys.
Rev. D 65, 124001 (2002).

[5] J. W. Maluf, F. F. Faria and K. H. Castello Branco, Class. Quant. Grav. 20, 4683-
4694 (2003).

[6] L. D. Landau and E. M. Lifshitz, The Classical Theory of Fields (Pergamon Press,
Oxford, 1994).

[7] H. C. Ohanian & R. Rulffini, Gravitation and Spacetime, (W. W. Norton, New York,
1994).

[8] L. D. Faddeev, Sov. Phys. Usp. 25 (3),130-142 (1982).

[9] A. Einstein, Preuss. Akad. Wiss. Berlin 47, 778 (1915); Addendum-ibid. 47, 799
(1915).

[10] S. Weinberg, Gravitation and Cosmology (Wiley, New york,1972).

[11] C. Mgller, The Theoy of Relativity (Oxford University Press,1952).

[12] A. Papapetrou, Proc. R. Irish. Acad. A52, 11 (1948).

[13] R. C. Tolman, relativity, Thermodynamics and Cosmology (Oxford Univ. Press,

London, 1934), p. 227.
[14] R. Arnowitt, S. Deser, and C. W. Misner, in Gravitation: An Introduction to
Current Research, edited by L. Witten (Wiley, New York, 1962).
[15] W. Pauli, Theory of relativity (Pergamon Press, Oxford, 1958) p.145.

[16] J. L. Synge, Relativity: The General Theory (North-Holland, Amsterdam,1960).



75

[17] H. C. Ohanian, Am. J. Phys 45 (10),903 (1977).
[18] J. Norton, Stud. Hist. Phill. Sci. 16 (3), 203 (1985).
[19] A. Einstein, Ann. d. Phys. (Leipzig) 55, (1918).
[20] A. Einstein, Berliner Sitzungsber, 217 (1928).
[21] C. Mgller, Mat. Fys. Skr. Dan. Vid. Selsk 1 (10), (1960)
[22] C. Mgller, Conservation Laws in the Tetrad Theory of Gravitation. Proceedings of
the conference on Theory of Gravitation, Warszawa and Jablona 1962 (PWN —
Polish Scientific Publishers, Warszawa e Gauthier-Villars, Paris, 1964)
[23] C. Pellegrini and J. Plebanski, Mat. Fys. Skr. Dan. Vid. Selsk. 2 (2), (1962).
[24] J. Schwinger, Phys. Rev. 130 (3), 1253 (1963).
[25] K. Hayashi and T. Nakano, Prog. Theor. Phys. 38 (2), 491 (1967).
[26] K. Hayashi and T Shirafuji, Phys. Rev D 19 (12), 3524 (1979).
[27] F. W. Hehl, Y. Ne’eman, J. Nitsch and P. Von der Heyde, Phys. Lett. 78B (1),
102 (1978)
[28] M. Schweizer and N. Straumann, Phys. Lett. 71A (5,6), 493-495 (1979).
[29] J. Nitsch and F. W. Hehl, Phys. Lett. 90B (1,2), 98-102 (1980).
[30] M. Schweizer, N. Straumann and A. Wipf, Gen. Rel. Grav. 12 (11), 951-961
(1980).
[31] R. Weitzenbdck, Inavarianten Theorie (Nordhoff, Groningen, 1923).
[32] F. W. Hehl, in Proceedings of the 6" School of Cosmology and Gravitation on
Spin, torsion, Rotation an Supergravity, Erice, 1979, edited by . G. Bergmann and
V. de Sabbata (Plenum, New York, 1980); F. W. Hehl, J. D. MacCrea, E. W.
Mielke and Y. Ne’eman, Phys. Rep. 258, 1 (1995).

[33] Y. N Obukov and J. G. Pereira, Phys. Rev. D 67, 044016 (2003).

[34] M. Blagojevic and M. Vasilic, Phys. Rev. D 64, 044010 (2001).



76

[35] J. M. Nester, Int. J. Mod. Phys. A4, 1755 (1989).

[36] V. C. de Andrade and J. G. Pereira, Phys. Rev. D 56,4689 (1997).

[37]J. Schwinger, Phys. Rev. 130, 800 (1963).

[38] N. Coote and A. Macfarlane, Gen. Rel. Grav. 9, 621 (1978).

[39] T. Eguchi, P. Gilkey and A.Hanson, Phys. Rep. 66, 213 (1980).

[40] J. W. Maluf, Phy. Rev. D 67, 108501 (2003).

[41] J. W. Maluf and J. F. da Rocha Neto, J. Math. Phys. 40 1490 (1999).

[42] J. W. Maluf and A. Kneip, J. Math. Phys. 38 (1), 458-465 (1997).

[43] B. F. Schutz, A first Course in General Relativity (Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 1990).

[44] H. Bondi, M. G. J. van der Burg e A. W K. Metzner, Proc. R. Soc. London, Ser. A
269, 21 (1962).

[45] J. W. Maluf and F. F. Faria, Ann. Phys. (Leipzig) 13, 604-616 (2004).



